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Presentación 


l objetivo principal fue escribir un libro que ustedes los estudiantes pudieran leer, entender y 
Е: A lo largo del libro se utiliza un lenguaje claro y preciso que propicia la generación de 

conocimientos que, por lo general, resultan difíciles de comprender y aprender. Se utilizan oraciones 
cortas, explicaciones claras y muchos ejemplos resueltos a detalle. Los temas fundamentales de cálculo 
diferencial permiten cimentar bases más sólidas entre los conocimientos de álgebra, geometría y trigono- 
metría, así como de geometría analítica; todas las definiciones y explicaciones son sencillas y claras para 
que el estudiante adquiera habilidad en la ejercitación de problemas mediante el razonamiento inductivo. 
La didáctica que se desarrolla en el texto se fundamenta en una exposición de conceptos introductorios y 
ejemplos demostrativos, así como, una diversificación en el planteamiento del problema. Los problemas, 
ejercicios y prácticas que se desarrollan a lo largo de las unidades utilizan distintos tipos de reactivos, 
lo cual permite tener una evaluación continua del proceso enseñanza-aprendizaje. Se hace énfasis en el 
incremento gradual de la complejidad de cada ejercicio hasta lograr el cambio de la memorización por 
un razonamiento más analítico en el planteamiento y desarrollo del proceso de solución de un problema 
determinado. Al final del libro se encuentran las respuestas a los ejercicios impares para ayudar al estu- 
diante a evaluar el proceso de solución con la respuesta a dicho problema. Los contenidos de este libro 
tienen como propósito facilitar el estudio de las matemáticas. 

Agradezco el apoyo de cada uno de los compañeros de academia local, estatal y nacional para la 
revisión de este material. Asimismo, a todas las autoridades educativas que confiaron en mi esfuerzo y 
dedicación para lograr contenidos de alta calidad. De igual forma agradezco al editor, por su esmerada 
atención a la impresión de esta obra. Por último a mis ex-alumnos y en especial a mi familia a quienes 
distingo con este mensaje filosófico. El sendero de la educación nos permite mediante el esfuerzo y la 
perseverancia encontrar los ideales de la vida y cristalizarlos como un mérito a nuestra virtud. 


EL AUTOR 
O. 1. y Lic. Benjamín Garza Olvera 
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Metodología para el trabajo con este material 


El material está dividido en cuatro unidades, donde se desarrollan los contenidos actuales del programa 
general de bachillerato tecnológico. Cada unidad cuenta con una evaluación diagnóstica, el desarrollo de 
los diversos temas y una autoevaluación. 


Evaluación diagnóstica 


Es una serie de ejercicios que sirven como repaso operativo, pero en general se busca desarrollar habili- 
dades de lógica, aritmética y álgebra. 


Cuadros de competencias genéricas y disciplinares 


Se localiza en cada una de las actividades que favorecen el logro de competencias; en este apartado el 
alumno, con la mediación del maestro, deberá determinar cuáles son las competencias genéricas y las 
competencias disciplinares que está desarrollando y escribir en el cuadro las que sean pertinentes. 


Autoevaluación 


Es una colección de ejercicios que ayudan a reforzar el trabajo desarrollado a lo largo de la unidad. 


Competencias genéricas 


Categorías Competencias 


Se autodetermina 
y cuida de sí 


Se expresa y se 
comunica 


Piensa crítica y 
reflexivamente 


Aprende de forma 
autónoma 


Trabaja en forma 
colaborativa 


Participa con 
responsabilidad en 
la sociedad 


2. 


Se conoce y valora a sí mismo y aborda problemas y retos teniendo en 
cuenta los objetivos que persigue. 

Es sensible al arte y participa en la apreciación e interpretación de sus 
expresiones en distintos géneros. 


3. Elige y practica estilos de vida saludables. 


9. 


10. 


11. 
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. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos 


mediante la utilización de medios, códigos y herramientas apropiados. 


. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de 


métodos establecidos. 


. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general, 


considerando otros puntos de vista de manera crítica y reflexiva. 


. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida. 


. Participa y colabora de manera efectiva en diversos equipos. 


Participa con una conciencia cívica y ética en la vida de su comunidad, 
región, México y el mundo. 

Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad 
de creencias, valores, ideas y prácticas sociales. 

Contribuye al desarrollo sustentable de manera crítica con acciones 


responsables. 
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Evaluación diagnóstica 





1. De los siguientes conjuntos de pares ordenados indica si forman parte, o no, de una función. 


a) {(2,10), (8,9), (9,8), (10,2)) 
b) ((33,1), (28,99), (33,8), (0.4)] 


51549 98414) 
10710) 16'4/ 1(876/ (2710 


2. Si у(х) = 25 determina el conjunto finito de pares ordenados рага x = (1,3,7,11,13) 
* 


3. ¿Cuál es la diferencia entre dominio y rango? 


4. Dada la función y = J6 + 2x, encuentra el dominio y rango de f(x). 


5. Si se tienen las funciones denotadas por f = ((1,2), (3,2), (5.1), (6.4)] y g = {(2,9), (4,1), 


(6,5), (8,0) }. encuentra (f + g) y (f — g). 
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Funciones 





Propósito de la unidad Competencias disciplinares 


Que el estudiante: 1. Construye e interpreta modelos matemáti- 


Conozca los antecedentes históricos del 
cálculo, así como el concepto de función. 
Identifique constantes, variables e inter- 
valos. 

Identifique y determine el dominio y rango 
de una función. 

Identifique los diferentes tipos de funciones. 
Analice e interprete los resultados mediante 
la gráfica de una función. 

Aprenda a realizar operaciones con fun- 


cos mediante la aplicación de procedimien- 
tos aritméticos, geométricos y variacionales, 
para la comprensión y análisis de situaciones 
reales, hipotéticas o formales. 

Formula y resuelve problemas matemáticos, 
aplicando diferentes enfoques. 

Analiza las relaciones entre dos o más va- 
riables de un proceso social o natural para 
determinar o estimar su comportamiento. 
Interpreta tablas, gráficas, mapas, diagramas 


ciones. y textos con símbolos matemáticos y cien- 
tíficos. 


Contenidos que aborda la unidad 


* Antecedentes históricos. 

* Funciones. 

* Clasificación de los diferentes tipos de funciones. 
-— - * Análisis gráfico de funciones. 


- : Contenidos 
conceptuales 





* Operaciones con funciones. 
wem uev 
ENS Contenidos осие lo == ипа NUM matemática | . ашиг 
х . s valo, 
procedimentales entificará diferentes formas de representar un intervalo, así como el dominio 
y el rango. 


* Notará las diferencias entre los tipos de funciones existentes. 
* Analizará las funciones mediante gráficas. 
* Resolverá problemas utilizando los conceptos básicos de las operaciones con 





” funciones. 
Ne 
/ Contenidos * Expresará ideas utilizando los conceptos básicos de una función. 
actitudinales * Colaborará con sus compañeros al resolver problemas. 


* Aprenderá a valorar el trabajo de sus compañeros al resolver problemas. 
* Contribuirá con ideas de manera crítica y acciones responsables a la hora de 
trabajar en equipo. 
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1 UNIDAD 


CÁLCULO DIFERENCIAL 


Antecedentes históricos 


El cálculo infinitesimal es la rama de las matemáticas que comprende el estudio y las aplicaciones del 
cálculo diferencial y del cálculo integral. 

El cálculo diferencial se originó en el siglo xvu al realizar estudios sobre el movimiento, es decir, al 
estudiar la velocidad de los cuerpos al caer al vacío, ya que ésta cambia de un momento a otro; la velocidad 
en cada instante debe calcularse teniendo en cuenta la distancia que recorre en un tiempo infinitesimal- 
mente pequeño. 

En 1666, el científico inglés Isaac Newton fue el primero en desarrollar métodos matemáticos para 
resolver problemas de esta índole. Casi al mismo tiempo, el filósofo y matemático alemán Gottfried 
Leibniz realizó investigaciones similares ideando símbolos matemáticos que se aplican hasta nuestros días. 

Destacan también otros matemáticos por haber hecho trabajos importantes relacionados con el cálculo 
diferencial, entre ellos, Pierre Fermat, matemático francés, quien en su obra diseñó los métodos para de- 
terminar los máximos y mínimos. Dicha obra influenció a Leibniz en la invención del cálculo diferencial. 

Fermat dejó casi todos sus teoremas sin demostrar, ya que por aquella época era común entre los ma- 
temáticos plantearse problemas unos a otros, por lo que frecuentemente se ocultaba el método propio de 
solución, con el fin de reservarse el éxito para sí mismo y para su nación, ya que había una gran rivalidad 
entre los franceses, alemanes y los ingleses. 

Nicolas Oresme, obispo de la comunidad de Lisieux, Francia, estableció que en la proximidad del 
punto de una curva en la que la ordenada se considera máxima o mínima, dicha ordenada varía más 
pausadamente. 

Tiempo después, Johannes Kepler coincidió con lo establecido por Oresme, lo que permitió a Fermat 
igualar a cero la derivada de la función en su estudio de máximos y mínimos, las tangentes y las cuadra- 
turas, debido a que la tangente a la curva en los puntos en que la función tiene su máximo o su mínimo, 
es decir, la función, es paralela al eje x donde la pendiente de la tangente es nula. 

Isaac Barrow, maestro de Newton, quien por medio del triángulo característico, determinó que la 
hipotenusa es un arco infinitesimal de curva y sus catetos son incrementos infinitesimales en que difieren 
las abscisas y las ordenadas de los extremos del arco. 

Empleando esas aportaciones, Newton concibió el método de las fluxiones, considerando la curva como 
la trayectoria de un punto que fluye; denomina momento de la cantidad fluente al arco corto recorrido en 
un tiempo excesivamente pequeño, y llama razón del momento al tiempo correspondiente, es decir, 
la velocidad. 

Por lo tanto, fluente es la cantidad variable que se identifica como función: fluxión es la velocidad 
o rapidez de variación de la fluente, que se identifica como la derivada; al incremento infinitesimal o 
instantáneo de la fluente se le llama momento, mismo que se identifica como la diferencial. 

El principio establece que los momentos de las funciones son entre sí como sus derivadas. 

La concepción de Leibniz se logra al estudiar el problema de las tangentes y su inverso, basándose 
en el triángulo característico de Barrow, observando que el triángulo es semejante al que se forma con la 
tangente, la subtangente y la ordenada del punto de tangencia; así mismo, es igual al triángulo formado 


por la normal, la subnormal y la ordenada del mismo punto. Los símbolos dx, Зон palabra derivada 
y el nombre de ecuaciones diferenciales se deben a Leibniz. 

Agustin Louis Cauchy, matemático francés, impulsor del cálculo diferencial e integral, autor de la 
teoría de las funciones de las variables complejas, basándose para ello en el método de los límites: las 
definiciones de función de función y la de función compuesta también se deben a Cauchy. 

Jacobo Bernoulli introduce la palabra función en el cálculo diferencial y la simbología f(x) se debe a 
Leonard Euler, ambos matemáticos suizos. John Wallis enuncia el concepto de límite y la representación 
simbólica lim se debe a Simon Lhuilier. El símbolo tiende a (=>) lo implantó J. С. Leathem. 
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Los procesos generales y las reglas prácticas sencillas del cálculo diferencial se deben a Newton y a 
Leibniz: sin embargo, por más de 150 años el cálculo diferencial continuó basándose en el concepto de 
lo infinitesimal. 

En el siglo x1x se han encontrado bases más firmes y lógicas al margen de lo infinitamente pequeño. 

El cálculo diferencial se ha ido desarrollando a través de los años, consolidándose como herramienta 
técnico-científica empleada en el análisis de procesos que contienen magnitudes en constante cambio. 
Por ejemplo, la velocidad de las reacciones químicas, los cambios atmosféricos, los desarrollos sociales 
y económicos de las naciones, en la astronomía, la estadística, etcétera. 

A Newton y a Leibniz se les llama fundadores del cálculo. ya que fueron los primeros en estudiar el 
problema geométrico fundamental del cálculo diferencial, que se denomina problema de las tangentes, 
en el cual hay que determinar las rectas tangentes a una curva dada. 


EJERCICIO 1 
nesciens na |. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas y socializa tus respuestas. 
си 1. ¿Qué estudia el cálculo infinitesimal? 
Competenci 2. (Qué aportaciones dieron origen al cálculo diferencial? 
= 3. ¿Cuál es el nombre de los fundadores del cálculo diferencial? 
: 4. Cita la aportación de Pierre Fermat al cálculo diferencial. 
: 5. Escribe los conceptos que estableció Nicolás Oresme en el estudio de los máximos 
y mínimos. 
6. Describe el estudio de Isaac Barrow sobre el triángulo característico. 
7. Explica los razonamientos de Isaac Newton sobre el método de las fluxiones. 
8. Describe la aportación de Gottfried Leibniz al cálculo diferencial. 
9. ¿Qué aportaciones hizo Agustin Louis Cauchy al cálculo diferencial? 


10. Explica la evolución histórica del cálculo diferencial. 


O Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondientes +++. ««« «e . 


Funciones 


Concepto de relación mediante la correspondencia entre 
los elementos de dos conjuntos 


Uno de los conceptos fundamentales en matemáticas es el de relación, la cual se define como la corres- 
pondencia que tiene un elemento de un conjunto con respecto a uno o más elementos de un segundo 
conjunto. La relación conduce a la formación de pares ordenados de cualquier tipo de objetos, gráficas, 
hechos, números reales, figuras geométricas, datos, etcétera. 
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Ejemplos 


l. Los elementos químicos en la tabla periódica se agrupan en periodos y grupos; así, el cloro se 
ubica en el tercer periodo, grupo vita; también localizamos el elemento bario en el sexto periodo, 
grupo пл. Lo anterior da lugar a pares ordenados constituidos por un conjunto de periodos y un 
conjunto de grupos, por lo que se trata de una relación, ya que a un mismo periodo le corresponden 
varios elementos. 


2. Al despejar y en la ecuación x? + y? = 1, resulta que y ==+yY1—a1? estableciendo la existencia de 
dos valores de y que corresponden a un solo valor de x. A esta correspondencia se le llama relación. 
Para algunas expresiones matemáticas un determinado valor de x da lugar a dos, tres o más valores 
correspondientes a y. 


3. La calificación final del aprovechamiento de un curso de control de calidad para un conjunto A 
de estudiantes se asigna mediante un conjunto B de literales, es decir: 


А = [Raúl, Jorge, Pedro, Armando, Héctor, Alicia, Soledad, Manuel] 
B = (E (excelente), MB (muy bien), B (bien), R (regular), S (suficiente)] 


Al establecer la correspondencia entre estudiantes y calificaciones, obtenemos el siguiente conjunto 
de pares ordenados. 


Pares ordenados 
(Raúl, B), (Jorge. B), (Pedro, E), 
(Armando, MB), (Héctor, E), (Alicia, R), 
(Soledad, MB), (Manuel, S) 





Concepto de función como un caso particular de la relación 


La idea de función surge de un proceso en el que se analizan los cambios y movimientos que dependen 
de una magnitud base con respecto a otra, es decir, la distancia que un cuerpo puede recorrer en un 
tiempo depende de su velocidad; el área de un cuadrado, de la longitud de su lado; la longitud de una 
circunferencia depende de su radio: el volumen de una esfera, de su diámetro: la presión de un gas 
comprimido depende de su temperatura; los impuestos sobre el trabajo dependen del salario ganado. 

La función es una correspondencia entre los elementos de dos conjuntos; cuando dos variables están 
relacionadas, se establece que el valor de una de ellas queda determinado si se le asigna un valor a la 
otra; en otras palabras, a cada elemento de un conjunto le corresponde únicamente otro elemento de un 
segundo conjunto. 
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Ejemplo 
Conjunto x Conjunto y 


La relación y = 22° es un caso particular 
denominado función. 





Por lo tanto, toda función es una relación: pero existen muchas relaciones que no son funciones. Una 
función es un conjunto de pares ordenados de elementos en el que dos pares ordenados distintos no 


deben tener el mismo primer elemento. 


Ejemplo 
El conjunto da los pares ordenados ((1,3), (3,5), (4,6), (5,7), (6.8)] constituye una función, ya que 
ninguno de los pares ordenados tiene igual su primer elemento. 


Nomenclatura de función 


La notación más usual de función emplea literales como f, g, h, 0, f ', Е G, Н. El símbolo f(x). se lee 
"f de x", y denota el segundo elemento del par ordenado en el cual el primer elemento es x; por lo tanto, 


f(x) se denomina valor de la función de x. 
Ejemplo 


Si f(x) — x^ — 1, determina el conjunto finito de pares ordenados para x = (1, 2, 3, 4, 5]. 
Como f(x) — xX — 1, tenemos que: 


fib —ay-1-0 


10)--0)у-1--3 | 
ү) = (33218 эр Fr Tor к peg son 
f() = аў-1 15 0), (2,3), (3,8), (4,15) y (5.24). 
f = (5*-1=21 


La nomenclatura para el conjunto de pares ordenados de una función es f = {(x, fœ) |x € R}. 


Constantes 


Son cantidades que conservan siempre un valor fijo y pueden ser absolutas o arbitrarias. 
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Constante absoluta o numérica. Es aquella cuyo valor nunca cambia, es decir, conserva su valor en 
cualquier situación o contexto. 


Ejemplo 


.. 2 . z 2 
En la ecuación A = rr” que se emplea para determinar el área de un círculo, тг es una constante 
absoluta, ya que su valor permanece fijo. 


Constante arbitraria o parámetro. Es aquella a la que se le pueden atribuir valores diferentes y que sólo 
en un determinado contexto permanecerá constante el valor asignado; son cantidades que cambian de 
valor de un problema a otro, pero que al interior de éste no cambian. 


Ejemplo 


En la ecuación у = a — bx, las letras a y b son constantes arbitrarias o parámetros. 
Por lo general representamos las constantes con números o con las primeras letras del alfabeto 
(à; b. 6; d....). 


Variables 


Son cantidades a las que se les asignan un nümero ilimitado de valores; las variables pueden ser 
independientes o dependientes. 


Variable independiente o argumento. En una función, es la segunda variable a la cual se le asignan 
valores a voluntad, dentro de los límites que sefiale el problema en particular. 


Variable dependiente o función. Es la primera variable de la función, cuyo valor se determina al asignarle 
un valor específico a la variable independiente. 


Ejemplo 


En la expresión y = 5x', se identifica a y como la variable dependiente y a х como la variable 
independiente, ya que al asignarle un valor a x se determina el valor de y. 


Intervalo de una variable 


Es el conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente y que están comprendidos entre dos 
de ellos, a y b, que se denominan extremos del intervalo. La diferencia que existe entre ambos extremos 
se conoce como amplitud del intervalo; ésta se calcula mediante el valor absoluto de la diferencia 
de ambas cantidades, |a — b|. La notación de intervalo es [a,b] que significa intervalo de a hacia 5; la 
notación para la variable es a < x < b que se lee la variable x es mayor que a y menor que b. Existen 
diferentes tipos de intervalo. 
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Intervalo cerrado. Sean a y b números reales tal que a < b. El intervalo cerrado [a,b] cuya notación 
representa al conjunto de los valores de la variable x tales que a < х < b; es decir, 


[a.b] = (x|a < x € b} 


Intervalo abierto. Sean a y b números reales tal que a < b. El intervalo abierto (a,b) cuya notación 
representa al conjunto de valores de la variable x tales que a < x < b; es decir, 


(a.b) = (x|a € x « b) 


Intervalo semiabierto por la izquierda. Es el conjunto de todos los números reales mayores que a y 
menores o iguales que b, а < x < b, cuya notación es (a,b]; es decir, 


(a,b] = (x|a <x € b) 


Intervalo semiabierto por la derecha. Es el conjunto de todos los números reales mayores o iguales que 
a y menores que Р, a < x < b, cuya notación es [a,b); es decir, 


[a,b) = (x|a <x < b] 
Intervalo infinito. Es el conjunto de todos los números reales de la variable x tales que x es mayor que a; 


se representa por (a, +00). 


De forma similar, el conjunto de todos los números reales de la variable x tales que x es menor que b, se 
representa por (—оо,). 

La notación [а,--оо) representa el conjunto de todos los numeros reales de x tales que x es mayor o 
igual que a; la notación (-oo,b] representa el conjunto de todos los números reales de x tales que x es 
menor o igual que b; la notación (оо, +оо) representa el conjunto de todos los números reales. 


Representación gráfica de los intervalos. En la recta real los valores a y b se denominan extremos del 
intervalo, los cuales pueden representarse mediante paréntesis o corchetes para indicar si pertenecen o 
no al intervalo en cuestión. 


1. El intervalo cerrado [a,b] contiene ambos extremos, es decir, todos los números х, tales que a < х < b. 


a b a b 
— AAA y T o 


Los puntos negros sobre la línea en a y b indican que dichos extremos están incluidos en el intervalo. 
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2. El intervalo abierto (a,b) no contiene a ninguno de los extremos, es decir, todos los números x, tales 
que a < x < b. 


ü b a b 
(е ——  —_  _———— 


Los puntos vacíos sobre la línea en a y b indican que dichos extremos no están incluidos en el intervalo. 


3. El intervalo semiabierto por la izquierda (a,b] contiene a su extremo derecho, pero no a su extremo 
izquierdo, es decir, todos los números х, tales que a < x < b. 


a b a b 
e M — o 


4. El intervalo semiabierto por la derecha [a.5) contiene a su extremo izquierdo, pero no a su extremo 
derecho, es decir, todos los números x, tales que a < х < b. 


a b a b 
2 -6---------о- 


5. El intervalo infinito abierto no contiene a su extremo izquierdo, pero se extiende indefinidamente a su 
derecha (a.4-o). es decir, todos los números х, tales que a < x. 


a +00 a +00 


——_——— —————— 


6. El intervalo infinito abierto no contiene a su extremo derecho, pero se extiende indefinidamente a su 
izquierda (—00,b) es decir, todos los números x, tales que x < b. 


—oo b —oo b 


qa AA 


7. Elintervalo infinito cerrado que contiene a su extremo izquierdo a, pero se extiende indefinidamente 
a su derecha [a, +00), es decir, todos los números x, tales que a < x. 


a +00 a +00 


ЄСЄ 
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8. El intervalo infinito cerrado que contiene a su extremo derecho b, pero se extiende indefinidamente a 
su izquierda (—oc.5]. es decir, todos los números х, tales que х < b. 


—00 b -—O00 b 


9. El intervalo infinito (—оо,--оо) se puede considerar abierto o cerrado, ya que puede contener o no a 
sus extremos a y b. 
—00 a b +оо —00 q b +00 
я» o + d 


En la tabla 1.1 se resume la notación de intervalos y desigualdades, así como su representación gráfica. 


Tablal.] Resumen de la notación de intervalos. 


Notación de intervalos Notación de desigualdad Representación gráfica 
a b 
[a,b] штэ 
а b 
(a,b) == 
a b 
(a,b] -R 
a b 
la,b) 5 — ERR 
a 
(a,+00) = =: 
= b 
Со) шаг 
а 
[a.--oc) 5 
b 
=x,b] 2. 
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EJEMPLOS 
Escribe cada uno de los siguientes intervalos en la notación de desigualdad y elabora su gráfica. 
a) [—5,2) b) (6,3) c) [-L,+00) d) (00,5) 
a) [-5,2) 
Notación de la desigualdad 3<x<2 
-6 - 2 0 2 
Representación gráfica A A2AA29 AA 
3 3 -1 1 
b) (-6.3) 
Notación de la desigualdad b<x<3 
-6 3 
Representación gráfica сле Иа. 
Notación de la desigualdad -1«х 
-2 0 2 
Representación gráfica i : +оо 
d) (—со,5) 
Notación de la desigualdad х< 5 
0 5 
Representación gráfica жи нилээн 
2 ө». Escribe cada una de las siguientes desigualdades en la notación de intervalos y elabora su gráfica. 
a)-2«x«2 b)-3€x «1 c) х dx<5 
a) 2 <a 2 
Notación de intervalos C22] 
-3 2-1 0 1 2 3 
Representación gráfica ——_—_ уу 
| DEAR 
Notación de intervalos [3.1] 
| e 33 э 32 9 3 2 
Representación gráfica E E IE EE XR ээ M C I E 
c) 4<x 
Notación de intervalos (4,+оо) 
Representación gráfica 3 1 5 6 7 8 9 цэ 
d х<5 
Notación de intervalos (-оо,5| 


Representación gráfica 
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Dominio y rango de las funciones 


Al definir la función como el conjunto de pares ordenados de números reales (x, y), tales que dos pares 
distintos no tienen el mismo primer elemento, al conjunto de todos los valores de los primeros elementos 
(x) de los pares ordenados se le denomina dominio de la función y se denota por Domf; al conjunto de 
todos los valores de los segundos elementos (y) de los pares ordenados se le denomina rango de la 
función y se denota por Ranf. 

También la función se define como la relación entre dos variables, en donde la variable y depende de 
la variable x; si a cada valor de x le corresponde un solo valor de y se establece que y es función de x; así 
tenemos que x es la variable independiente y y es la variable dependiente o función. 

Al conjunto de valores que puede tomar la variable independiente se denomina dominio de la función, 
y al conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente se denomina codominio, contradominio 
o recorrido de la función. 


Ejemplos 


1. Dada la función f = ((4,12). (6,7), 1,4), (2,3), (3,6)), identifica el dominio y rango 
de la función. 


Domf = 14,6,-1,2,—3) El dominio de la función consta de los primeros elementos 
de los pares ordenados. 

Вап = {12,—7,4,3,6} ЕІ rango de la función consta de los segundos elementos 
de los pares ordenados. 


2. Encuentra el dominio y el rango de la función de x que se define por у= үх — 5. 
Asignando valores a la variable independiente, se puede elaborar una tabla como la que se muestra 
a continuación: 


Dominio (x) 





Rango (y) i і i i 1 i 1 141 173 


Para valores de x < 5, la función у= ух —5 no está definida dentro de los números reales; 
empleando la notación de intervalo de una variable resulta que [5,+4-00) representa el dominio de 
la función. 

Para valores de x > 5, la función у = ух — 5 se define siempre dentro de los números reales у 
aumenta al aumentar x. El rango de la función se representa por [0,+00). 

Si a cada valor en el rango le corresponde un solo valor en el dominio, se establece que la 
función propuesta es uno a uno para los valores positivos únicamente del rango. 


3. Encuentra el dominio y el rango de la función de x que se define por y = J/1— x. 
Asignando valores a la variable independiente, se puede construir la siguiente tabla: 


Dominio (x) -1 


Rango (y) 1.41 1.73 2 2.23 





Para valores de x > 1, la función y= /1— x no está definida dentro de los números reales; el dominio 
de la función se representa por (—oc 4-1]. 
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Para valores de x < 1, la función у = yl — x se define siempre dentro de los números reales y aumenta 
al disminuir x. El rango de la función se representa por [0,--оо). 


Regla de asignación o de correspondencia 


Dada la función como un conjunto finito de pares ordenados de números reales, es decir: 
f — (0.4). (2,5), (3,6). (4,7), (5.8), (6.9)] 


* El dominio de la función es el conjunto Domf — (1. 2, 3, 4, 5, 6). 
* El rango de la función es el conjunto Ranf = (4, 5. 6, 7, 8, 9]. 
* Representando gráficamente la correspondencia entre el dominio y el rango de la función, tenemos: 


Bom E 4 3 9? $* € 
Капо 12 3 4 5 6 7 8 9 10 


иии“ 


Se puede dar otra descripción que represente a la misma función por medio de una regla de asigna- 
ción o de correspondencia, la cual permite asociar cada elemento del dominio con uno y sólo uno de los 
elementos del rango. 

La función dada puede escribirse f = {(xx + 3)| x € (1, 2, 3, 4, 5, 6)) 

(El símbolo € significa que un elemento pertenece а...). 

El dominio de la función es el conjunto (1, 2, 3, 4, 5, 6] y la regla de correspondencia es f(x) — x + 3; 
así, cuando x toma valores en su dominio, se tiene que: 


x=1;f(1)=14+3=4 
х-2:|/0)-2-3-5 
x—3; [(3)=34+3=6 
х=й; f) =44+3=7 
x=5; (5) =5+3=8 
x=6; [(6)=6+3=9 


Se observa que al conocer el dominio de la función y la respectiva regla de correspondencia, se puede 
determinar el rango de la función, con lo que se establece una función bien definida. 








EJEMPLOS 


*Si f es una función cuyo dominio es el conjuto de los números reales y con regla de correspondencia 
f(x) = 3x – 2x + 5, encuentra: 


a) fQ) b) f (3) o f(v2) d fath) of B 
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a) Si Јо) = Зх? -2x4 5 4) Si убх) = 3х2 – 2х +5 
ЈО) = 30) – 22) + 5 Рох +) = Зх + А) -2(x + А) + 5 


0) = 12-4+5 /(х+ №) = 333 +6xh+3h? – 2x — 2h 5 


шал „РА №) = 3х2 2x4 54 2h(3x —1)+3/2 
b) Si Ро) = 3х? –2х+5 
1-5 =3- 2) a ий e Si /0)-332-2х-5 
2 
12 4 . 12412445 do -4 зэ 
ИСНЕ: ЭШМ Сс. Ud 
ЛЭ 3] 93" 9 3 
_ 69 23 1 |-25--243 
9 3 5) 25 5 
зү 2 a] 3a)-10a 4-125 
"+. UA -7- Ki o A иннинэ 
Д-3| 73 =» 
с) Si Р(х) = 3х2 —2х+5 


$(42)=3(V2) -2(42) +5 
f(V2)=6-2/2+5=11-2/2 
f(v2)=8.1715 


La notación de la función es f = [(x,317 — 2x + 5)| хє R}; R representa al conjunto de los números reales. 


2 ®».Рада f(x) = x? — 7x — 6x + 42, demuestra que: 


a) f) =30 d) Зу) —4/(6) 

b) f(1)=0 e) 19)-5/0) 

e) у) = - fo) f fa«2-2-2-224 10 
Solución 


а) Si  ((х)-13"-7х7-6х-42 
f(b = qa» —7ay —6(1) + 42 
FM =1-7-6442 
-~ f(0—30 Lo Cual Debimos Demostrar (L. С. D. D.) 


b) Si  fQ)-x-7x —6x4-42 
JM = Oy» —7(0y —6(7) + 42 
уа) =343—343—42+ 42 
~ f(-0 L C. D. D. 
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с) Si 


e) Si 


Como: 


ТООу--37-41х2-6х--42 


Bibliotechnia - 


(3) = (3)? — 7(3)2 —6(3) +42 


700) = (0)? — TOP —6(0) + 42 1Ө)--27-63-18--42 
f(0) = 42 f9-2-12 
7 
f()—— fG) 
7 
42=-c12) 
42-42 


~- у= -i fo 


f(x) х3 —7х?—6х+42 


fED=-1-7+6+42 
161) = 40 
370—1) = 4706) 
3f(40) = —4(—30) 
120 — 120 


L. C. D. D. 


f(6) = (6)? — 706)2 —6(6) + 42 


fc-0- C1» TIEM -6—04-42 f(6) = 216—252 —36-4-42 
f(6) = —30 
L. C. D. D. 


~ 3/(-1)--4/(6) 


РО) = х? – 7х2 —6х+42 


f= (AP —70» — 6(1) +42 


f(9) = (9 — 709)2 —6(9) 4-42 10)-1-7-6--42 


/ (9) = 729—561 —54 +42 
f(9) = 150 


109)-5/0) 
150--5(30) 
150--150 

д. 59) = 5/0) 


Хбх) = х? – 7х2 6х +42 


f() = 30 


L. C. D. D. 


+2) = (2-2 – 702+ 2)2 —6(z 4-2) +42 


+2) = 23 +62? +122: +8 — 
+2) = 2-62 +122+8— 


. +2) = 2° – 22 222 +10 
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L:C.D:D. 


16 


8/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 1 


Funciones 


З e*Si/(0) = еп 0 + cos20, encuentra: 


a) | c) fm 
х а fQm) 
» 5) 
Solución 
a) Si f(0)=sen 0 +cos 20 с) Si f(0)— sen 04- cos 20 


f (1) = sen т + cos 27 


HE) sem es Н 
4 4 4 /(т) = sen 180° 4- cos 360° 


[зеп 45°- so Jen 84 
$ ; fm) = 1 
т 
з ШЕЕ 

йн 42 
T 1 

U Л -2 
b) Si f(0)=sen 0+cos 20 d) Si f(8)— sen0-- cos 20 


f) = sen 23 + cos 2(2т) 
f От) =sen360%+ cos 720° 
1Ол)--0--1 


fr) = 1 


=т=) 


= sen 60° + cos 120° 
тү 43 1 
цо гын! 
wu & | = 0.3660 
| 3 
°.Оада f(z) = L, demuestra que: 


a) so-so- 


h 
b) PAG 


17 
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Solución 
a Si f(9-4 
1 
/0)=5 
у= 


ЖЕНЕ 


b) Si f(2— 


Хб) 


1 


PAD TN 


e: Dada f(x) = 3", demuestra que: 
a) f0)=1 


b) +1) – ЈО) = 2р0) 
c) fi) - ft) = (у + 2) 
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A 
ba ba 
b-2) \b-2 


л 10)-10)- 12°.) LCD.D. 


h 
Jart- 1 E TS 


I l A 
(x+h) x х?+хһ 
x—(x+h) h 
x(x+h) x +xh 
zx—z—h В 
хї+й х Бх 
NUN CE 
2+xh  x2+xh 








h 
de h)— ==. .D.D. 
fa-h-fa)-—;—. LEDD 


d) /в42)-/-1)-28 o) 


fix 4) 
e) — ——— = f(5) 
fix-b f 
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Solución 
a) Si Јо) = 
fe = 3° 
b) Si ТОО = 3" 
foc D E + 
с) Si feo = 
fo = 
ЈО) =3 
/ 4 2) = 30+0 
d) Si Tu) = 
fa 4 2) шаг 3«*2 
fe — ) =3°- n 


€) Si ТОО =3 
fx 4: 4) n зе + 
fa - ) - 36- р 


f(S) = 3 = 243 
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F0)=1 


х + 0) — fo) =2/@) 
859. 359 у) 

343 — 1) -2fQ) 

342) = 2 f(x) 

2f(x) =2 f(x) 

Де + D — КА = 2fG) 


fo -fD = [у + 2) 
(35535 —39*? 


зе t2 3" t2 


fiy - ft) = fti + 2) 
fo 2- fa-0- 2 fa) 


Зх+2) 3a 0-2 fe) 
3-25 уо 
»[»-i]- 28100 
9-3 fG) 


210-240) 


; /с42)-/х-1)-22 fo) 


19 


f(x44) 
f(x—1) 


aci) 

qe 
340%) 
xa» ^ 


81. 





= f(5) 


= 243 
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CÁLCULO DIFERENCIAL 


б es-Dada f(x) = Rd . demuestra que f(10") = —7. 
y 
Solución 
. 1 
Si (у) = * 


1 
107) = log—. 
700 )=ювт; 
f(107) = log 1 — log 10? 
far) = log 1 — 7 log 10 


f(10) 20 – 701) = —7 л 100)--7 Ср. 


1 /(х++һ)— f) 
7 ®».Оада f(y) =——. encuentra mm 
FO I h 











Solución 
[E 
Si Уах 
1 
+ === 
fer ro 
1 1 Уах-үуах-!) 
fath- fœ) wach) ax — Мах Jaah) 
h h h 
_ [ax — JaGx +) | | Уах + Јас +) 
hax Ja(x4-h) | („ах + Ja(x4- h) 
= ax—a(x+h) ” АХ-АХ-ий 
лах,(а(х 4-8) + hax a(x 4- h) ah |x fa +В) + fax Gx + һ)| 
1 
Е х\/а(х + һ) + Мах (x 4- h) 
fa+th-fW_ 1 
Е Л хуа(х +В) + Мах(х +h) 


•. Райа /(х) = Эх . determina: 


9 fH) 10 
a) 5] b) h 


20 
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Funciones 


Solución 


a) Si Хох) = 


"(| A- 49-43 
Л 
b) Si f(x) = 2x 


fGcr h) = 2G h) 
н ла шагнан [iue 
h JE 4- 2x 
8  Mx+h)=2x — 2X ESY — 2€ 
һо + - 2x) — (2x0 4- 2x) 
2 


Рот 2x 





fa+h-fa)_ 2 
h Ax +) 4- 2x 


9 өе: Райа la función f = {(0,1), (1,3). (2,5), (3.7). (4.9), (5,11) }, escribe el dominio y la regla de correspondencia 
para la función. 
Solución 
Sea Domf = (0, 1, 2, 3, 4, 5} y Ranf = (1. 3. 5. 7, 9. 11): la regla de correspondencia que satisface al con- 


junto de pares ordenados y que define a la función es f(x) — 2x + 1. 
Cuando x toma valores del Domf. se tiene: 


x=0; f(0)=20)+1=1 
s=% 10) -211)41--4 
х=2; |0)--2(2)--1--5 
z=3 1Ө)-20)-1-7 

| х=4 /(4)-2(4)-1-9 

| х=5; f(5)=2A5)+1=11 

| La notación de la función con la regla de correspondencia es: f = ((x.2x + 1) | € Domf] 

e» Escribe el conjunto de pares ordenados que forman parte de la función f y obtén el dominio y rango de la 


2 
función si la regla de correspondencia está dada por f(x) — — 
Solución 
Si x se sustituye por 3 la expresión no es real, es decir la función no está definida para x — 3. 


Domino (x) 


Rango (f(x)) 
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El dominio de la función está dado por el conjunto de los números reales, excepto para x — 3. 
El rango de la función también está dado por el conjunto de los números reales, sólo que no se define 


para x — 3. 





pre | En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas. 
correspondientes 


EJERCICIO 2 
— ; 
Feng 3. 
4. 
5. 
6. 
Ч. 
8. 
9. 
10. 
11. 
12, 
13. 
14. 
15. 
16. 


Define el concepto de relación. 

Cita tres ejemplos de relación. 

Define el concepto de función. 

Cita cinco ejemplos de función. 

Explica el significado del símbolo f(x). 

¿Qué es una constante absoluta o numérica? 

¿Qué es una constante arbitraria o parámetro? 

¿Qué es una variable independiente o argumento? 

¿Qué es una variable dependiente o función? 

¿A qué se denomina intervalo de una variable? 

¿Qué es amplitud del intervalo? 

¿Cuál es la notación y el significado de un intervalo cerrado? 
¿Cuál es la notación y el significado de un intervalo abierto? 
¿Cuál es la notación y el significado de un intervalo infinito? 
Explica qué son el dominio y el rango de una función. 


¿En qué consiste la regla de asignación o correspondencia? 


En equipo resuelvan los siguientes problemas y en plenaria discutan sus resultados. 


Dada f(x) = 10 + 12x — 3x — 2x', demuestra que: 


a) f() =17 d) +1) = — 28 — 98-17 
b) f(3)=-35 e) 0) = -3 
с) | |=5/® 7 Л-2)--41/0) 


Si f(0) = tan 20 + cot 0, demuestra que: 


a) f(0?) = oo c) f 


| 
b) Дї|-э8 4) | 


22 
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UNIDAD 1] 


Funciones 


Dada ó(z) = sen z, demuestra que ф(2 + 2h) — (2) = 2 cos (z + А) sen h 
Dada G(x) = 5", demuestra que: 


a) G(0) — 1 d) Go +2) 


=G(3 
С(х-2) Ө) 
b) Gx + 1) — G(x) = АС(х) 


à б@+3)—б@—1у= SS GG) 


e) G(z) - GO) = G(z + y) 


Dada f(x) = 22 — x — 2, demuestra que: 


fG + h) — f(x) = hx + h — 1) 








Dada f(x)= et . demuestra que: 
Lex 
y+z 

поло [22] 


Si f(y) = y — y, demuestra que f(y + 1) = f(—y). 


Dada f(x) = 42x + a, encuentra: 


/(х-Еһ)— fo) m А) 
2 


a) {0х +а) b) h 





foc h- f 


1 
. encuentra: 
4 yl h 


Dada f(y) 


Dada f(x)— Na-- x , determina Lon Pe, 


Dada f(x) = log х”, demuestra que: 


x+h 
$ 





fth- f= 2 
Escribe cada uno de los siguientes intervalos en la notación de desigualdad y representa 
su gráfica. 

b) (—44] d) |—-4.) Р (0,3) 


Escribe cada una de las siguientes desigualdades en la notación de intervalos y representa su gráfica. 


a) —A«x«8 с) —3<x<3 e) -9-х-6 
b -6«х-7 а x € —3 ) x3 
29 
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14. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de pares ordenados son funciones? Para aquellos que lo son, 
identifica el dominio y el rango e ilustra con un diagrama. 


a) ((4.2). (3,1), (0,0), С-1,3),С-3,7)) 
b) ((3.2). (3.0), (4.1), (7.3)] 
с) 402.3), (3,4), (4,5). т 


| га Ба | 


pao 


& 


mn 
— 


15. Dada f(x) = л? — 2x, determina el conjunto finito de pares ordenados para 
x-—1[12,3,4. 1, 2, 3] 


16. Determina el dominio y rango de la función de x para: 





a) y 23x42 c) у=\/25—х? е) у= 
Ж... 
b y=v1-16 d э=ў $ у= 3 


17. Sif es una función cuyo dominio es el conjunto de los números reales y con regla de correspondencia 
Рб) = x — 2x +2, determina: 


o sfa) 94) o (va) 


b) 1—1) е) f3) ® f(v2) 
c) far+a) f fah) 9 ДА+) 


18. Dada la función f = {(1,—2), (2,1), (3,6), (4,13), (—1,—2)]. determina el dominio y la regla de 
correspondencia. 


19. Determina el dominio y el rango de la función f(x) = —x. 


20. Determina el dominio y el rango para la función f = ((х,у) | у = 4x — 5]. 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. s « s +... ++» ———— " 


Clasificación de los diferentes tipos de funciones 


Clasificación de las funciones 


La clasificación de las funciones depende del nümero de variables de las cuales dependa la variable y, como 
explicaremos a continuación. 


24 
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Funciones 


Funciones de una variable. Cuando el valor de la variable y (es decir, la función) depende de una sola 
variable x, tenemos una función de una sola variable independiente. 


Ejemplos 


1. Si un cuerpo móvil desarrolla una velocidad constante, el espacio recorrido depende de la duración 
del movimiento: es decir, el tiempo es la variable independiente y el espacio recorrido la variable 
dependiente. 


2. El costo del servicio de agua depende del volumen de metros cúbicos gastados. 


Funciones de varias variables. Cuando el valor de la variable y depende de los valores de dos o más 
variables, tenemos una función de varias variables independientes. 


Ejemplos 


1. El área de un triángulo depende de la base y de su altura. Por lo tanto, tenemos una función de dos 
variables, es decir, A = f(b, А). 


2, El volumen de una caja depende de su longitud, ancho y altura. De este modo, tenemos una función 
de tres variables, es decir, V = f (1, a, А). 


3. Al invertir un capital, su interés depende de la tasa, del capital y del tiempo de inversión. Así, 
tenemos una función de tres variables, es decir, / — f(T, C, t). 


Funciones algebraicas y trascendentes. Están formadas por un número finito de operaciones algebraicas 
(suma, resta, multiplicación, división, elevación de potencias y extracción de raíces). 


Ejemplo 
(х2 — 2x +3} 


Јо) = 
J2x +1 
Una función trascendente es aquella que no cumple con las condiciones de una función algebraica; se 
consideran como funciones trascendentes las trigonométricas. trigonométricas inversas (también llamadas 
circulares y circulares inversas, respectivamente), las exponenciales y las logarítmicas. 


Ejemplos 








Funciones trascendentes Nombre específico de la función 


f(x) = tan х función trigonométrica o circular 
f(x) — arcsen 2x función trigonométrica inversa o circular inversa 
fu) 107 función exponencial 


fœ) = In(Qx + 3) función logarítmica 





25 
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Funciones algebraicas 


Las funciones algebraicas se dividen en funciones racionales e irracionales, según las operaciones a las 
que estén sometidas las variables. 


Función racional. Es aquella cuyas variables no contienen exponentes fraccionarios ni se encuentran bajo 
signo radical; también lo son las funciones que se expresan como el cociente de dos funciones polinomiales. 


Ejemplos 
х? +27 
x+3 





ғо) = Бх” Ро) = Пах Хбх) = 


Función irracional. Es aquella en la cual alguna de las variables tiene exponentes fraccionarios o se 
encuentra bajo signo radical. 


Ejemplos 
2 
Ро) = 43x? — 5x +8 Ро) = ах? Ро) = Vx? —64 


Funciones enteras у fraccionarias 


Las funciones racionales se dividen en enteras y fraccionarias. 


Funciones enteras. Son aquellas en cuyo denominador no aparece ninguna variable y no están afectadas 
por exponentes negativos. 


Ejemplos 
ро) = За +5 feo =з - 4х +8 Ро) — x +З? 43x 41 
Cuando la función racional es entera se denomina también polinomial. 


Función polinomial. Sea (f) una función definida por 


ТО) — a^ ca"! cay ^ cag +... ад", donde n es un número entero positivo y a, а,, бх. 
4, ..., A, son nümeros reales diferentes de cero, por lo que (f) es una función polinomial de enésimo grado. 


Tipos de función polinomial 
La función polinomial de grado uno (primer grado), se llama función lineal. Por ejemplo, 
№) = 5х – 2 Хо) = mx + b 
La función polinomial de grado dos (segundo grado), se Пата función cuadrática. Por ejemplo, 


До) = 3X + 5x— 6 ТО) = ax + bx + c 


26 
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La función polinomial de grado tres (tercer grado), se llama función cúbica. Por ejemplo, 
ТОО =4 + 24 6х +8 ДО) =з? —5х+7 


A la función lineal que se define por f(x) = х, se le llama función idéntica (función identidad). 


Funciones fraccionarias. Son aquellas que tienen alguna variable como denominador o están afectadas 
por un exponente negativo. 


Ejemplos 


ру Awt у(х) = 3х2 +1 f(x) = (ax? — bx) ? 
Sx? +х 


Funciones explícitas y funciones implícitas 


Una función explícita es aquella en la cual la variable independiente está involucrada directamente con 
las operaciones indicadas, que al efectuarse determinan el valor de la función. Es decir, la variable de- 
pendiente está despejada, se expresa como y — f(x). 


Ejemplos 
y—7x—4 "yes función explícita de x" 


х+а 
jx 





"y es función explícita de x" 
x—a 
Una función explícita puede expresarse también en términos de una sola variable. Por ejemplo, 
6x --x—4—0. 
Una función es implícita cuando se da una relación entre la variable independiente y la variable depen- 
diente por medio de una ecuación no resuelta para ninguna de las variables. Se expresa como f(x,y) = 0. 
Ejemplos 
7x—y—4-0 
x4 2x?y— 3xy! — 5y — 10 
х? —9y— xy 


Las ecuaciones se definen como y función implícita de x, pero también es evidente que x es función 


implícita de y. ya que a veces es posible resolver la función implícita con respecto a una de las variables. 
dando lugar a una función explícita. 


Ejemplos 


x'—4y—0] Función implícita  (x?—4y=0 


—Ау=—х? ay | 
x?] "у es una función — 2/5) x es la función 
y== | . j za . 
5-4 explícita de x explícita de y 
27 
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A continuación, mediante un diagrama se resumen las funciones estudiadas hasta este punto. 


Resumen de funciones 


Lineal ( Idéntica 


Cuadrática 
: А Racional { Polinomial : 
Funciones algebraicas Cábica 
Etcétera 
Funciones reales Irracional 
Logarítmica 
Exponencial 


Función trascendente Trigonométrica ( Inver: 


o 
Circular 


Otros tipos de funciones y algunas funciones especiales 


Función simple. Es aquella en la cual la relación de la variable dependiente con respecto a la variable 
independiente se indica con una sola operación. 


Ejemplos 


у=? y = Cos х y = log х 


Función compuesta. Si f y g son funciones tales que el rango de festá contenido en el dominio de g, 
entonces la función compuesta de f con g se denota mediante el símbolo (f ° g) y es una función que se 
obtiene al colocar el valor de g(x) como variable independiente de la función f. Es decir, (f^ 210) = f(gGx)). 


Ejemplo 
fo) = Ух y (х) = 3х –2 
(foga) = /(800)--43х-2 


f 


También f +g, — y f* son funciones compuestas. 
8 


Función inversa. Sean f y g funciones inversas: si f(g(x)) = x para cada valor de la variable independiente 
en el dominio de g, y g(f(x)) = x para cada valor de la variable en el dominio de f. 
En las funciones inversas f y 2, el rango (recorrido) de g debe ser igual al dominio de f y recípro- 


camente. 
La notación de la función inversa consiste en sustituir f por g `, que se lee "inversa de g" y g por f ”, 


que se lee "inversa de f". 


Ejemplo 
x43 
2 





Ро) = у= 42x —3 es inversa de f'(x) = —g 


28 
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Función de función. Es una función en la que y no se define directamente como función de x, sino que 
se da como función de otra variable и, la cual se define como función de x por medio de и. 

Ejemplo 

Si y = i£, dado que u = 1 + 2x, se establece que y es función de función de х, es decir y = (1 + 2x)". 
Función par. Es aquella función f en la que todos los valores de la variable independiente llamada do- 


minio de f satisfacen la condición f(—x) — f(x). La gráfica de una función por siempre es simétrica con 
respecto al origen de coordenadas en el plano cartesiano. 


Ejemplo 
Si f(x) = 5x* + 9л? — 4, entonces: 
f(—9 =5(—®* + 9(-xY — 4 = Sa -- 9x! — 4 = ү). 
Función impar. Es aquella función f en la que todos los valores de la variable independiente llamada 
dominio de f satisfacen la condición f(—x) — — f(x). La gráfica de una función impar es simétrica con 
respecto al origen de coordenadas en el plano cartesiano. 


Ejemplo 
Si f(x) = 2x — 7x, entonces: 





f(— = A — 1 (х) = —2x + 1x = —f(x) 
Función constante. Es aquella en la cual el rango de la función f consta de un solo número real cualquiera. 


Ejemplos 
Si f(x) = с, entonces: 
f(x) = с ХК) =e f(0) = c 1—3) = с 
Función escalón о mayor entero. Se determina por Іа ecuación f(x) — [x], en donde el dominio de f es 


el conjunto de todos los números reales, y su rango es el conjunto de los enteros como regla de corres- 
pondencia, es decir, [x] es la parte entera no mayor que x. 


Ejemplos 
Si f(x) = [x]. entonces: 
[4.53] =4 
[9] - 9 
[0] — 0 
[-231]- —-3 
[-3.5]- —4 
[-7] 2-7 
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Función signo. Es aquella cuya notación es Sgn x que se lee "signo de x"; se determina por la 
ecuación: 


—lsix «0 
Sgn x = Osix=0 


lsix>0 


Función continua. Una función es continua en un intervalo (a,b) cuando todo valor de x tiene asignado 
un valor de y. La función no se rompe y puede dibujarse mediante un solo trazo. La definición formal se 
verá más adelante. 


Función discontinua. Una función es discontinua en un intervalo с si no existe un valor de y para cada 
valor de x. La función se rompe, no se puede dibujar en un solo trazo. La definición formal se verá más 
adelante. 


Función exponencial. Es aquella en la cual la variable independiente se ubica como exponente de una 
constante positiva denominada base; se denota por la ecuación f(x) = а". 


Función logaritmo. Es aquella que se afecta por un logaritmo de base a. Es la inversa de la función ex- 
ponencial con la misma base; se denota por la ecuación f(x) — log, x. 


Función trigonométrica circular. Es aquella cuyo valor depende de un ángulo en la expresión trigonomé- 
trica del seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante; se denota con: 


fa)=senx — f(x) —cotx 
Го) = сох  f(x)=secx 


ТО) -Аайх ЈО) =cscx 


Función trigonométrica inversa circular. Es aquella cuyo valor del ángulo depende del valor de una fun- 
ción circular directa: se denota con: 


ТОО =arcsenx f(x) — arccot x 
f(x) =arccosx — f(x) — arcsec x 


ТО) —arctanx f(x) = arcesc x 
O bien: 


feG)—sen'x рО) =cot x 
ТОО = соѕ' х ТОО = sec х 


fGo-—tan'x ДО) =сзс x 
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Función valor absoluto. Es aquella cuyo dominio es el conjunto de los números reales y su rango se 
limita a los números reales positivos. Esta función se denota con f(x) = |x|. Se define por la siguiente 
regla de correspondencia, 


=x si < 0 
Ы | xsi>0 
EJERCICIO 3 
Escribe los |. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas. 
correspondientes 
Competencias 1. Сиа tres ejemplos de funciones de una sola variable. 
MA 2. Cita tres ejemplos de funciones de dos o más variables. 
assai 3. Define función algebraica. 
: 4. Define función trascendente. 
: 5. (Qué se entiende por función racional? 
: 6. (Qué se entiende por función irracional? 
7. Cómo se expresa una función entera? 
: 8. Define función polinomial. 
: 9. Si el grado de una función polinomial es 4, ¿qué nombre recibe? 
: 10. ¿Cómo se expresa una función fraccionaria? 
: 11. Define función explícita. 
: 12. Define función implícita. 
: 13. Escribe el concepto de función simple. 
: 14. ¿Qué es una función compuesta? 
: 15. ¿A qué se le Пата función de función? 
: 16. Define función par. 
: 17. Define función impar. 
: 18. ¿Qué es una función inversa? 
: 19. ;Cómo se determina una función escalón o mayor entero? 
: 20. Explica la diferencia entre función continua y función discontinua. 
: 21. Define función exponencial. 
: 22. Desarrolla el concepto de función logarítmica. 
: 23. ¿Qué es una función trigonométrica? 
: 24. ¿Qué es una función trigonométrica inversa? 
: 25. Define función valor absoluto. 
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Il. Clasifica las siguientes funciones. 





5 a) yx — 3X - 2x Й) gx) = log, 5x 
: p y-4 o) јо) x +4 
: с) у= соѕ 2х р) Ро) = х – 5х 
: d y-49-5 Ф /0)-х 
" цэн г) fG) = tan! 2x 
ИСМЕТ s) ро) = уи y и=х2 +1 
p у +ху+х =0 9 fga»- X 
x 2 Vii 
0 == u) fo) -XY 2x44 
h) y=secx 
2 у) y—logx 
i) Јо) = 1—5.25] (ax) e? 
и) === 
p 10)-с | +5 
k) f&a) = 4x х) Ро) = тх! 
|x| 1 
1) 80-22 y /(х)=2х? 
= [1 +2 2 = 
m) ғо) = |х + 2] j fü -Е3х-1 
n) Ро) = Sgn 4 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas... s e « «eee eee o 4 


Análisis gráfico de las funciones 


Gráfica de una función 


Generalmente, para construir la gráfica de una función se emplea el sistema de coordenadas rectangulares; 
los valores del dominio se ubican en el eje horizontal (eje x) y los valores del rango se ubican en el eje 
vertical (eje y). 

La gráfica es el conjunto de puntos cuyas coordenadas en el eje x corresponden a los valores de la 
variable independiente (dominio) y de la variable dependiente (rango). 

Las representaciones gráficas de las ecuaciones con dos variables, analizadas en geometría analítica, 
son gráficas de funciones en las cuales una de las variables se considera función de la otra. 


Ejemplo 
Representa gráficamente la función y — 4x. 

Para resolver la función primero se debe elaborar una tabla que contenga valores de x y de y, que 
permita identificar el dominio y rango de dicha función. Los valores obtenidos serán las coordenadas 
para ubicar los puntos correspondientes a la gráfica de la función. 
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Por lo tanto, la gráfica de f es la recta que biseca los cuadrantes I y III, y que se extiende indefinidamente 
en las dos direcciones f(x) = ((х,у) | y = 4x]. 


Determinación del dominio y rango de funciones mediante 
la notación para intervalos y representación gráfica 


Dada la función у = ү3 — x, encuentra el dominio y el rango de f y traza la gráfica correspondiente. 


Para resolver es necesario elaborar una tabla que contenga los valores de x y y. para generar la gráfica 
correspondiente. 


Dominio (x) 


Rango (y) 3 1282 264 ЭМ 223 ТЭГ 1113 DX 1 





Al observar la gráfica tenemos que el dominio de f es el conjunto de todos los números reales menores 
que o iguales a 3(x < 3); este conjunto se denomina intervalo abierto a la izquierda y se representa 
como (—00,3]. El rango de fes el conjunto de todos los números reales no negativos; este conjunto se 
denomina intervalo abierto а la derecha y se representa como [0,+00). 


у= 3 — х, es una función irracional 


Dado que y contiene un radical, entonces es una función radical que además es continua en su 
propio dominio. 
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2. Dada la función y —|—1 si —2 < x < 2, encuentra el dominio y el rango de f y traza la gráfica 
correspondiente. 3 512 «x 


Este tipo de función se Пата función por partes. En este caso, para elaborar la tabla de valores sólo 
se consideran los valores de y; debido a que la función asigna los valores de x de acuerdo con cada 
intervalo dado. 


Dominio (x) х«-2 =2<x<2 2<x 


Rango (y) -4 25, 3 





Si observamos la gráfica tenemos que el dominio de f es el conjunto de todos los números reales 
y que se representa con (—00,+00); el rango de f consta de los valores —4, —1 y 3. Recuerda que un 
punto sólido sobre la gráfica indica que el punto está contenido en la misma y que un punto hueco 
indica que el punto no forma parte de la gráfica. 


Funciones que presentan una gráfica como la anterior se denominan funciones escalonadas. Dado que 
el rango consiste de únicamente números enteros, se llama también función de parte entera. 


Dada la función y = |x|, encuentra el dominio y el rango de g. Traza la gráfica correspondiente. 


Al utilizar la definición de función valor absoluta, se elabora una tabla de valores de x contra y. Observa 
que sin importar el valor que adquiera x, el valor de la función siempre será positivo. 


Dominio (x) 24 





Rango (y) 
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Al observar la gráfica tenemos que el dominio de g es el conjunto de todos los números reales рага 
0 < х < 0 y se representa por (—00.+400). 

El rango g es el conjunto de todos los números reales no negativos y se representa por [0,-+00). 

Cuando x > 0, y — | x | es equivalente a y — x, que es la ecuación de una recta que pasa por el 
origen cuya pendiente es igual a la unidad. 

Cuando x < 0, y — | x | es equivalente a y — —x, que es la ecuación de una recta que pasa por el 
origen cuya pendiente es igual a menos la unidad. 


¿Pe 
4. Dada la función f(x) = DOR , encuentra el dominio y el rango de f. Traza la gráfica correspondiente. 


Al elaborar la tabla de valores se observa que la función no está definida cuando x — 4, ya que se 


obtiene el cociente 0 


Dominio (x) 


Rango (y) 





P(4,8) 


Al analizar la gráfica f tenemos que para cada valor de x se tiene un valor de y, excepto para 
X — 4. Por lo tanto, el dominio de f es el conjunto de todos los números reales excepto 4 y el rango de 
f es el conjunto de todos los números reales excepto el 8. 

Al factorizar el numerador, tenemos que: 


2-16 (х+4) (0-4) 
$= ——————— — =xX +4 si x—4. 
x—4 (2-4) 
La gráfica contiene a todos los puntos en la recta y — x + 4, excepto el punto (4,8). La función 
anterior es el cociente de dos funciones polinomiales en las cuales no hay exponentes fraccionarios. 
Por lo tanto es una función racional. 





xX si х=3 


5. Dada la función H(x) — . 5 
12 si x=3 


correspondiente. 


encuentra el dominio y el rango de H. Traza la gráfica 
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Para resolver la función debemos elaborar una tabla de valores de x y y considerando cada uno de los 


casos que plantea la función por partes. 


Dominio (x) —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 


Rango (y) 16 9 4 1 0 1 4 12 16 





Estudiando la gráfica H tenemos que consta del punto P(3, 12) y de todos los puntos en la parábola 
y =x, excepto el punto (3,9), ya que x = 3. 

La función Н está definida para todos los valores de х, por lo que el dominio de H es (—00,400) 
y el rango de Н consta de todos los números reales no negativos, es decir [0,+00). 


х-2 ях«4 
6. Dada la función G(x) = | . encuentra el dominio y el rango de С. Traza la gráfica 
3x--1 si4< x 
correspondiente. 


Dado que ésta también es una función por partes, realizamos el mismo proceso que en el ejemplo 
anterior; considerando en este caso todos los intervalos para el dominio de la función. 


Paray - x —2 Para у = Зх + 1 


э» НУН -2 -1 0 1 2 3 4 4 Бай 5 MM 8 
Rango (y) -4 -3 2 -1 0 1 2 13 7157 19 222) 25 
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Si observamos la gráfica de С tenemos que su dominio es el conjunto de todos los números reales 
y que se representa como (—00,+00); los valores de y son menores que 2 o mayores que o iguales а 
13, por lo que el rango de G es (—oc, 2) y [13, +00). Lo anterior equivale a todos los números reales 
no contenidos en [2.13). 

Debido a la interrupción que existe en el conjunto de valores de G se observa que la gráfica está 
formada por dos trazos separados. Se dice entonces que la gráfica es discontinua. 


7. Dada la función g(x) — x^ + x, encuentra el dominio y el rango de g. Traza la gráfica correspondiente. 


эы -4 -3 -2 -1 





UNE —68 -30 -10 —2 * 


Estudiando la gráfica g tenemos que su dominio es el conjunto de todos los números reales y que se 
representa con (—00,+00); el rango de g es el conjunto de todos los números reales y que se representa 
con (-00,4-00). 

Analizando la función g para los valores negativos de x se observa que satisface la condición de 
que si g(—x) = —g(x), entonces g es una función impar, ya que es simétrica con respecto al origen. 


8. Dada la función A(x) = Jx(x — 1) , encuentra el dominio y el rango de л. Traza la gráfica correspondiente. 


Dominio (x) -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 





Rango (y) 447 346 244 141 0 0 141 244 346 
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Al analizar la gráfica h se observa que Ja — 1) noes un número real para x (x — 1) < 0, por lo 
que el dominio de h es todos los valores de x para los cuales se satisface la condición x (x — 1) > 0; 
esto se cumple si ambos factores son simultáncamente positivos o negativos, esto nos lleva a dos casos 
particulares: 


a) Six > 0 y x > 1, denotado por [1,+00). 
b) Six € 0 y x € 1, denotado por (—оо,0). 


Combinando los resultados de los casos anteriores, tenemos que el dominio de Л son los intervalos 
(—00.0] y [1,--оо); el rango de h es el intervalo [0,+00). 


2 ях«0 


E 
9. Dada la función H(x) — : . determina el dominio y el rango de H. Traza la 
24x 9 0x «2 


gráfica correspondiente. 









Para y = х Раау-2-х 


x<0 0<x<2 
AE -5 —4 3 -2 -1 0 ON 1 EZ 





25 6) 9 MA 179 2 3 75 


Rango (y) 





Al analizar la gráfica Н podemos notar que su dominio es (—00,2) y el rango es el conjunto de 
todos los números reales no negativos [0,--оо). La función es discontinua en x = 0. 


10. Dada la función /(х)--4/2х--1, encuentra el dominio y el rango de f y traza la gráfica correspondiente; 
determina la inversa para dicha función, su dominio y rango. Traza la gráfica correspondiente. 


Para Г--42х-1 tenemos: 





Dominio (x) ў 3 4 5 
Rango (y) і і i i 1.73 2:23) 264 3 
х? +1 
Para f' = сн (función inversa) tenemos: 


Dominio (x) -3 -2 -1 





Rango (y) 25 1 
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La gráfica de f^ ' es una reflexión de la gráfica f sobre la recta y = x. 

Estudiando la gráfica f observamos que su dominio es todos los valores de x > 0.5 y se representa 
como el intervalo [0.5,+00). El rango de f es el intervalo [0,+00). 

De lo anterior se establece que el rango de f ^ ' es igual al dominio de f y el dominio de f ' es igual 
al rango de f. 


Gráfica de la función exponencial y logarítmica 


Si elevamos una constante positiva a una potencia variable obtenemos una función exponencial, la cual 
se representa como: 
у= а", іопіса > 0 y a 1. 


Ejemplo 


Dadas las funciones exponenciales f(x) = 2* y g(x) = 5 = 2 *, traza la gráfica correspondiente. 


у=” y yz 





Estudiando la gráfica de las funciones dadas tenemos que su dominio es (—00,+00) y su rango [0,+00). 

Se observa que una función es reflejo de la otra con respecto al eje de las ordenadas, la primera es 
creciente, mientras que la segunda es decreciente. 

Considerando como base al número irracional e cuyo valor aproximado es e = 2.71828, traza la gráfica 
correspondiente a la función f(x) — e”. 
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Para resolver elaboramos una tabla de valores, de tal forma que: 


1 2 3 4 





La gráfica de la función у == e” arroja que su dominio se representa como (—00,+00) y su rango con 
[0,+00). 





La inversa de la función y — a* se denomina función logaritmo; podemos reconocer dos tipos de logarit- 
mos, cuya notación es: 


a) log, y — x, se lee el logaritmo de base a del número y es igual a x. 
b) In x = В, se lee el logaritmo natural de x es igual a b. 
Ejemplo 
Traza la gráfica correspondiente a la función y = log 3" que es inversa de у = 3*. 
Dominio x 3 = dc 


Rango 3* — y 9 27 ртт 





Observa que el dominio de х es el rango de Іа función logaritmo y que el rango de una función 
exponencial es el dominio de x. 
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Estudiando la gráfica de las funciones dadas se establece que son continuas y mutuamente inversas. 

El dominio de la función y = log, х es (0,4-0) y su rango es (—00,+00). Para la función у = 3* su 
dominio es (—00,+00) y su rango es [0,+00). 

Ejemplo 


Traza la gráfica correspondiente a la función y = In, x que es inversa de y = е“. 


Dominio (x) 1 2 3 4 Rango (у = In) 


рса 0.049 0.135 0.367 e 7.389 20.085 54.598 Шэ» УД 





A partir de los datos graficados se establece que son inversas y continuas. 
El dominio de la función y = In, x es [0,4+00) y su rango es (—00,+00). 


Gráfica de las funciones trigonométricas o circulares 


Para obtener la gráfica de una función trigonométrica, por ejemplo y = sen x y y — cos x, se analiza la 
variación en el círculo unitario. 


Ejemplos 


1. Dada la función f(x) = sen х, traza la gráfica correspondiente y encuentra su dominio y rango. 
Para resolver se debe elaborar una tabla de valores de x y y, para ello se eligen aquellos que 
sean múltiplos del número 7. 
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Al observar la gráfica de la función, tenemos que el dominio de y = sen x es (—00,+00) y su rango 
es [—1,1]. A partir de la tabla y la gráfica podemos ver que la función se repite cíclicamente cada 27, 
se dice entonces que el periodo de la función es 27. La función de sen x es impar. 


2. Dada la función y — cos x encuentra el dominio y rango. Traza la gráfica correspondiente. Para resolver, 
seguimos el procedimiento anterior. 


Dominio (x) 


Rango (y) 





Periodo: 21 Rango: [—1.1] 
Dominio: R S. у cos x es par. 


3. Dada la función y — tan x, encuentra el dominio y rango. Traza la gráfica correspondiente. Para resolver 
la función, se lleva a cabo un procedimiento similar que el de y — sen x, 


Dominio (x) 


Rango (y) eo Раз 3173 ЕЯ 





5 
Se observa que [75] = —3.732, tan (0°) = 0 y tan E — 3.732, al aproximarse a E la función 


crece indefinidamente al igual que para E es decir: 
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Asíntota vertical | 
| 





Asintota vertical 


Periodo: тг T 
Dominio: Todos los nümeros reales excepto 5 + Кт, siendo К un entero. 
Rango: R 


2. m tan x es impar y creciente entre las asíntotas. 


Para intervalos entre otras asíntotas, se tiene que la función es periódica para periodos de т, por lo 
que sólo se necesita repetir la gráfica anterior sobre intervalos de longitud т a la izquierda y derecha al 
intervalo inicial. 





4. Dada la función y — cot x, encuentra el rango y el dominio. Traza la gráfica correspondiente. 





- — 1 а 
De la función у — tan x y de acuerdo соп la identidad cot х = , se puede graficar la función 
х 


y — cot x al usar los valores recíprocos de sus ordenadas. 


Dominio (x) 





Rango (y) 
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Periodo: тг 


Dominio: Todos los números reales excepto Кт, siendo К un entero. 


Rango: R 


22) y=cotx esimpar y decreciente entre las asíntotas. 


Dominio Dominio Rango 5 Dada la función y = csc x, encuentra el dominio y rango. Traza 
la gráfica correspondiente. 













De la función y — sen x y de acuerdo con la identidad 





csc х = . se puede graficar la función у = csc x al 


sen x 
usar los valores recíprocos de sus ordenadas. 
Periodo: 27 


Dominio: Todos los números reales excepto Кт, siendo К un 
entero. 


Rango: (—20,—1] U [1,00) 


<. у= сѕсх esimpar. 
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Rango 


| 
nja 


оја o wa 


т 


2.8 
2 

2 
3 


EJERCICIO 4 
— traza la gráfica correspondiente. 
= 1. fe)- x43 
Competencias 
ыг сна 2. fla)=Vx?-9 


3. (0)-416-х2 
fa) = J4x —5 


Хо) =5x -— 3 
6. fu)=xY+6 


A 
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6. Dada la función y — sec x, encuentra el dominio y el rango. 


Traza la gráfica correspondiente. 


De la función y — cos x y de acuerdo con la identidad 





1 - 
sec x— . se puede graficar la función y — sec x al usar 
sx 


los valores recíprocos de sus ordenadas. 


Periodo: 27 


Si А T : 
Dominio: todos los números reales excepto — + Krr, siendo 
K un entero. - 


Rango: (—00,—1] U [1,00) 


y=secx espar. 


|. Dadas las siguientes funciones, encuentra el dominio y rango, utiliza la notación de intervalos у 








7. fe) - 39-8 
8 fe) E 
мини” 
9х2-4 

9. x)-— 
fo 3x42 


10. f(x)-|x— 7| 
11. fG)- [3x 6| 
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-3 
12. fe9— 3 
-6 
13. є) = 4—2 
4 
14. л - |, 
15. 5) 


Il. Traza la gráfica correspondiente para: 


Operaciones con funciones 


2 
3. 
4 
5 


5 


х 


si x 
si 5 


^ lA 


si x < —3 
si -3< x < 3 
S8 3X 


x-l1lsi x 2 


s Х--2 


49-x! siz < 3 


x—3 u8 Зе 


pa p yes 
y=2* y у-27 
y-e" 

y = log 2x 

y = 1а 5х 
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20. 


4 84-02 


T Х2-4 8 
д 
р 
2-х 
. /0)--24х 
_h 
! јо) = — 
”9-1, 8 


у-- arcsen х 


y = arccos x 


y — arctan x y y — arccot x 


y = arccsc x 


y — arcsec x 


Las operaciones básicas de las funciones son la adición, resta, multiplicación y división. A continuación 
definiremos cada una de ellas. 


Adición y multiplicación de funciones 


Dadas las funciones de variables real f y g con dominio Domf y Domg. respectivamente, entonces la adición 
f+ g y la multiplicación f - g son funciones con dominio Domf N Domg y reglas de correspondencia: 


Es decir: 


[А+ г] 69 = fe» + 200) 
[f - 21 w = fo - 260) 


f 2 = [1 f00 + 809) | xe Domf N Domg) 


f- g = {x f(x) - 09) | x € Рот N Рота} 
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(Adición) 


(Multiplicación) 


(El valor de f 4- g en х es la suma de los valores de f y g en x) 


(El valor de f - g en x es el producto de los valores de f y g en x) 
46 


8/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 1 


Funciones 





EJEMPLOS 
8 *Sean f y g las funciones denotadas por, /--((1,4),(-2,5), (5,8), (7.—2)] y g = (Q,5), (1.—3), (5,1), (6,18), 
5 (7.13) 
encuentra (f + g) y (f - £). 
Solución 


Se identifican los dominios y rangos de las funciones. 
Domf —(1, 2, 5,7) Вап = (4, 5,8, 2) 
Domg = (2, 1,5,6,7} Rang = (5, —3, 1, 18, 13) 
La intersección entre los dominios es 
Domf п Domg = {1,5,7} 
de lo anterior, tenemos que: 
/+ в =(0,44+ 3), (5,8+1), (7,-2413)) 
fg =((1,0, (5,9), (713) 
1-8 (0,403), 690), (7,(—2)(13))} 
f- 2 =((1,-12), (5,8), (7,—26)} 
2 ө». Рада» las funciones 
Г-1(х.7О)/О9--32-9хє(2,5| y 
g =((x.2(0))|200) = x +2; x e [3,6]) 


encuentra (f + g) y (f - g). 
Solución 
El dominio de cada función dada es 


Domf — (x eR|2« х < 5) 
Domg = (xe R|3« x < 6) 


I^ 


La intersección entre los dominios es Domf N Domg = (x € R|3€x < 5} 
de lo anterior, tenemos que: 


f^ 2 =[(0,f00 + go») | (х) - gG) — x — 9 - x -2: x € [3.5]) 


/+ 2 = {0 О) + 200) | РО) + 200) — XX - x — 7; x € [3,5]] 
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Рв = (G. РО) - 200) | ГО) (о) = (а^ — 9)(x + 2); x € 13,51) 
fg = (Gi РО) - gG) | Ло) - go) =x + 2x — 9x — 18; x € [3,5]) 


e- Dadas las funciones f y р tales que f(x) = Зх — 2 y g(x) = x? + 4, encuentra las ecuaciones para las funciones 
(f+ 2) y (f- g). indicando el dominio de cada función resultante. 


Solución 
(Р 9G) =f(00+ г) = 3x -2-- x +4=x + 3142 
Cf- 810) = РО) - 200 = (Зх — 2) + 4) = За? + 12x - 216 - 8 = 33 — 2 + 12x — 8 
Sea R el dominio de f y g tal que R = Domf п Domg. es decir: 
f^ # = {0. Оо) +20) | 7100-4400) =x - 3x c2: x € В} 
Рев = (G. Ро) - 20) | О) - р(х) = 3 — 2x + 12x — 8 x € В} 


e: Dadas las funciones f y g tales que f(x) = үх +4 y g(x) = үх — 1, encuentra las ecuaciones para las fun- 
ciones ( f + g) y ( f - g), indicando el dominio de cada función resultante. 


Solución 
(f 4- GO = рО) + (х) — ух +4 - Jx-1 
(f - 860 = 00-200 = (Vx 4)(Jx—1) 


El dominio de f es [—4,+00); el dominio de g es [1,--оо); la intersección entre los dominios es: 
Domf п Domg = [1,+00). De lo anterior, tenemos que 


no fg [of воо во) а x Ex e lox] 
no f-g= [os fo: Ll- go) = (x4) x-1):xe соо) 





Diferencia de funciones 


Si fes una función de variable real, la función —fcon dominio Domf se define por la regla de correspondencia 
dada por (—f Ma) = —f(x); es decir —f = (—D f. 
Para cualquier otra función g tal que g(x) coincida con — f(x) para todo el Domf. también deberá satisfacer 


que f + 2 = 0. 
De lo anterior, la definición de la diferencia de funciones establece que 
E 0 
48 
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Sean f y g las funciones denotadas por f = {(3,1), (4.2). (5,3), (6,4)) y g = ((3.9). (5,6). (7,3)) 
encuentra ( f — g). 


Solución 
Se identifican los dominios y los rangos de las funciones dadas. 
Domf = {3, 4.5.6}  Ranf — {1, 2,3, 4} 
Domg = {3,5,7} ^ Rang = {9,6,3} 
Para (— 2), tenemos que: 
Dom(—g) = (3,5, 7) Ran(—g) = (—9. —6, —3] -. DomfN Dom(—ẹg) = {3.5} 
De lo anterior, resulta que: 


Í—-8-—1(G.1—9.(53— 6) A f-8-í(G.-8.6.-3] 





2 es-Dadas las funciones f = [(x, f(x)) | f(x) = 2х; x € [0,3]) y g = [(x, 20) | 685) = х; x € [1,3]) 
encuentra (f — g). 


Solución 
El dominio de cada función dada es: 

Domf = (x €|0 €x € 3) 

Domg = {xe |1 €x € 3] 
La intersección entre los dominios es: 

Domf N Рота = {xe |1 €x € 3j 
De lo anterior, tenemos que: 
/—ю = {(х,/(х) — еб) | fG) — eG) = 2x — x x € [1,3]) 

También se observa que Dom(f — g) — Dom(f + g) 


+: Dadas las funciones f y g tales que f(x) = x^ + 1 y р(х) = 222, encuentra la ecuación para la función (f — 2); 
indica el dominio de la función resultante. 


Solución 
(f— 890 —fQ) —g0) 2 -1-20 =л*— 2° 1 
El dominio de f y g es el conjunto de los números reales, puesto que Domf N Domg = R, es decir: 


f— в = (G.fG) — 860) |fG) — gQ) = — 2 + lix € R) 
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4 e»-Dadas las funciones f y g tales que f(x) = 4— x? y g(x) — 24- S determina la ecuación para la función 
х 


(f — 2); indica el dominio de la función resultante. 
Solución 


(f—8)60— fG)— 80) = N4—2? -| +2)- Y4—x? -2-2 


El dominio de f es [—2.2]; el dominio de g es el conjunto de todos los números reales, excepto 0. La inter- 
sección entre los dominios es: 

Domf N Domg = [—2.0) U (0,2] 
Es decir, 

Domf N Domg =fxeR|(-2<x<0)U(0<x<2)) 


De lo anterior, tenemos que: 


ТОО--80(3)-- М4 — х2 AER 20402] 
X 








1-8- CORO 





Cociente de funciones 


1 
Si f es una función de variable real, la función f se define para todos los valores de Domf tales que 
f(x) = O mediante la regla de correspondencia: 


1 1 
A 
pe-z 
Para f- 1 =1 si y sólo si el dominio Domf es el conjunto de los números reales y el rango Ranf no 
contiene el cero. De lo anterior, la definición del cociente de funciones establece que: 


Í 


140 
8 8 





EJEMPLOS 
i *Sean f y g las funciones denotadas por f = ((1,2), (3,8), (4,—1), (—5,12)} y g = {(1,4), (—3.2), (4,—7), 
| (—5,6)]. Encuentra f, 
8 


Solución 


De acuerdo con la definición dada, tenemos que: 
= HENEN 
g B 2 7 6 
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Se identifican los dominios de las funciones dadas. 
Domf = (1.3.4, —5] Domg = (1, —3, 4, —5] 
La intersección entre los dominios es: 
Domf п Domg = (1,4, —5] 
De lo anterior, tenemos que: 
1 
leo) 
g 
tpe] 
ss 1 = ka) ez) (5,2) 
2 e» Dadas las fuciones f = ((x, /(х))| о) = — 1; x € [2.5]] y g = (Gs 20) 200) = +x + 1; x € [1,4]). 
Encuentra f : 
8 
Solución 


El dominio de cada función dada es 
Domf= {хє |2 <х< 5} Domg = {хе |1 <х< 4} 
La intersección entre los dominios es 
Domf N Domg = {xE R|2 €x € 4) 


De lo anterior, tenemos que: 


1. peje- и c T 

g 203) ) 2) xi xxl 

t Б Хо) fe. (x-Do +х+0 Do? x. хє[2,4] 
ewe B+ "i 


г (аера. аа 
260) ) gx) 


e- Dadas las funciones f y g tales que f(x) = Зх? y g(x) = x', determina la ecuación para la función Í Indica 
el dominio de la función resultante. 8 


Solución 
ЕЕ 
8 8 go x x 
5] 
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El dominio de f y g es el conjunto de los números reales Ж, y el dominio de la función resultante está dado 
por el conjunto de los reales excepto el valor х = 0. Es decir, 


L (х) = EE 169. Эма 
8 8(х)| (х) х 





"n 
8 





4 өе-Пайак las funciones f y g tales que f(x) = 9 — х2 y р(х) = ух? —1; encuentra la ecuación рага la función 


f e indica el dominio de la función resultante. 


Solución 

2 g gax) 4х2-1 
EI dominio de f es [—3,3]; el dominio de g es (—00,—1] U [1,+00); la intersección entre los dominios es 
Domf N Domg = [-3,—D U (1.3]. 


De lo anterior, tenemos que: 


1208 ¡e [-3,—Du(1, 3] 
8 


w- „ Го) 49-33 
ебх) 8(5) 2-1 





pd 
8 








Conclusiones 


Al analizar el álgebra de las funciones se ha establecido: 
a) Рага la adición de dos funciones f + g se suman los valores de las funciones dadas. 
b) Para la diferencia de dos funciones f — g se restan los valores de las funciones en el orden dado. 
с) Para la multiplicación de dos funciones f - g se multiplican los valores de las funciones dadas. 


d) Para el cociente de dos funciones Í se dividen los valores de las funciones en el orden dado. 


El dominio de las funciones resultantes de la suma, diferencia y multiplicación es el conjunto de todos 
los elementos x que son comunes a los dominios de f y g; es decir, la intersección de los conjuntos Domf 
y Domg, lo cual se expresa en símbolos como: 


а) Dom(f + g) = Domf N Domg 

b) Dom(f — g) = Domf  Domg 

c) Dom(f - g) = Domf N Domg 
f 


El dominio Dom + = Domf N Domg. excepto los valores de x donde g(x) = 0, ya que la división 


: ча? 
entre cero es imposible. 
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EJEMPLOS 
E * Dadas las funciones f = ((-2,1), (1.3), (2,7), (4,8), (5,10) y g = {(1.2), (-3,8), (4,—6) (6,10), (5.43), 
determina: 
a) f e) 3f 
3g 
b) Af — 2g 
+2 

с) 3f— 5g P ий 

d) (f — 834) 

Solución 


La suma y el producto de cualquier nümero finito de funciones se definen por las leyes asociativas en: 


а) iththt + 

b) fi-h-fi- ...- f, 

Si todas las funciones son la misma función, denominada f, lo anterior se expresa como: 
а) fAf+f4+..+f=f-1+f-14+f-1+..+f-1=f$14+1+1+...+D=082f 


b) f-f-f- ...-f'. también por medio de las leyes de los exponentes, tenemos que: 
f f"—f* *"(Domf" n Domf”), también: 
0 заг 1 
[==] ээн, 


Las observaciones anteriores se aplican en la solución del problema propuesto. 


а f=((2,8), (1,32), (2,72), (4,82), (5,102) 
Р = (2,1), (1,9), (2,49), (4,64), (5,100)) 


b) Af = [((2,41)), (1,43), (2,4(7)), (4,4(8)). (5.4(10))] 
4f = ((C-2.4), (1,12), (2,28), (4,32), (5,40)) 
—2в = {(1,—2(2)), (—3,—2(8)), (4, —26)), (6,—210)), (5,—2(4))} 
—2g = {(1,—4), (—3,—16), (4,12), (—6,20), (5,—8)} 
4f — 2g = ((1.12 — 4), (4,32 + 12), (5, 40 — 8)} 
Af — 2g = ((1.8), (4,44), (5,32)) 


с) 3f = {(—2,3(1)), (1,3(3)), (2,3(7)), (4,3(8)), (5,3(10))} 
3f = [(2,3), (1,9), (2,21), (4,24), (5,30)} 
—5 = {(1,—5(2)), (—3,—5(8)), (4.—5(—6)), (6,—5(10)), (5,—5(4))} 
—5g = {(1,—10), (—3,—40), (4,30), (6.—50), (5,—20)) 
3f — Sg = ((1.9 — 10), (4,24 + 30), (5,30 — 20)) 
3f — 5g = {(1,—1), (4,54), (5,10)) 
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d) (7 — y 4) = 8 —– (-6)-8+6 
(f — 2)(4) = 14 


е) 5f = (22,50), (1,3(5)), (2,5(7)), (4,5(8)), (5.5(10)] 
Sf = ((72.5), (1,15), (2,35), (4,40), (5,50)} 
3g = ((1.3(2)). (—3,3(8)), (4,3(—6)). (6,3(10)), (5,3(4))} 
3g = [(1,6), (—3.24), (4,—18), (6,30), (5,12)} 


xl E 2315 E) (555) 
хэн еч jeta 
ЭС 


p 2g = {(1,2(2)),(—3,2(8)), (4,2(-6)),6,2(10)), (5,2(4))} 
2g = ((1.4), (—3.16). (4.—12). (6,20), (5,8)) 
а 2g = ((1,3 + 4), (4,8 + (—12)), (5,10 + 8)} 
f 2g = ((0,7), (4,4), (5,18)) 
g —1=((1,2— 1), (73,8 — 1), (4,6 — 1), (6,10 — 1), (54 — 1)} 
g — 1 = (0,1). (7377), (4,7), (6,9), (5,3)) 


ч ы fan, [1]. (+3). ls) (5.5) 
Le аа). la 7a» s EI [s ДЕ | 


„ E lan. m 0) 
2—1 7 





*: Dadas las funciones f, g, con reglas de correspondencia f(x) = x + 2, g(x) = x^ + 2х + 2, sus dominios 
respectivos son Пот = (x € R | -2 € x < 2}, от = (x € R | 0 € x € 3}; determina (3f + 2211). 


Solución 


3f(1) =3(1 + 2) = 3(3) - 9 

2g(1) = 2[(1"+ 200) + 2] = 25) = 10 
(ЗГ-н 2531) — 9 + 10 
(3f + 2601) = 19 
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Composición de funciones 


La composición es otra operación básica que a veces se considera como una multiplicación de funciones. 
Dadas las funciones f y g. la función composición, denotada por fo ? y que se interpreta como f círculo 
g o f composición g cuyo dominio es el conjunto de elementos x € Domg tales que g(x) € Domf y cuya 
regla de correspondencia es: | fo g](x) = f(g(0)). 

El siguiente diagrama nos explica la definición de composición de f con g. 


oom 


La función g tiene dominio en el conjunto x y rango en g(x); la función f tiene dominio en g(x) у 
rango en f(g(x)). 


f? g tiene dominio en x y rango en f(e(x)). 










EJEMPLOS 


* Dadas las funciones f = ((1,3). (2,5), (3,7). (4.9)) y g = {(0,—3), (5,2), (6,3), (8,4)), determina fo g y g o f. 
Solución 


La función fo g se representa como una correspondencia o mapeo, es decir: 





-3 0 2 3 4 


2891-4102) 


Cuando dos funciones f y g forman la función composición como en el ejemplo anterior, se establece que 
f° g = of por no presentarse la ley conmutativa entre dichas funciones. 
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2 ө. Пайаѕ las funciones f = ((x, fœ) | fa) = 2 — 3:x € R} y g = {(х, 260) | go) —2x — 1; x€ R}, determina 
Деу]. 


Solución 
[fo 8100 =f(200) =fQx— 1) = (2х— 1-3 = 40 — 4x4 1-3 
[fo gl) =f(g00) = 4€ — 4x — 2 
le РО) = g(fG0) = г —3) 26^ -3)- 1-2 — 6-1 
le °/](х) = g fF) = L? —7 


Lo anterior también se puede expresar como: 
Ро е = ÍG.f(gQ)) | f(gG)) = 4 — 4x – 2; x € R} 
gof — (G. (09 | (70) = 2x — 7; x € Е} 
En este caso Domf = Domg = R, por lo que Domg оѓ = Domfo g = R. 
3 e Dadas las funciones f(x) = ух y р(х) = x? — 1, determina H(x) si H = fo g y encuentra el dominio de Н. 
Solución 
Н(х)= [f о gl) = f(g = fe? —1) = 4x? -1 
El dominio de g es (—00,+00), el dominio de f es [0,+00). 
el dominio Н es el conjunto de números reales para los cuales x no está en (— 1.1), es decir: 
(—00,—1] y [1,+00). 
4 Өег Dadas las funciones, f(x) = 4х y g(x)=3x—2 determina: 
a) fof b) 898 ӨӨ" d) gef 
Solución 
El dominio de g es (—00,+00), el dominio de f es [0,+00) 


а [р До о) fx) -AVx — 3x 
el dominio de fo f es [0, +00). 
b) lg9g]60 = 2(0(х)) = (3х —2) = 3(3x — 2) 2—«9x—6—2—9x — 8 


el dominio de ро g es [—00,+00). 


с) [f о g]G0 = f(e) = f(x — 2) = N3x — 2; el dominio de f о g es Bee] 


d) [во Ло) = gif» = (У) = 3Vx — 2; el dominio de g o f es Í[0,00). 
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EJERCICIO 5 


$ |. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 


1. Dadas las funciones f= (2,0), (3,8), (4,6), (5,2), (6.1) y g = (0,5), (2,9), (4,7), (6,3); determina: 


е a) f+g e) f Л 17+ 2810) 
Competencios b) f-g уул 
disciplinares k) 5f 
: с) f-8 8) 2/4-38 2g 
: h) 7f— 4g 6f —4 
à Í y E 
А 8 i) 127 210) 284:3 


2. Dadas las funciones s= (0.8). m (4. 43), (65) y 


в = {(0. /2). (1, 411), (2,0), (4, — 0]. determina: 


: a) f+2 d) : 8) [f- 210) 
: b) 7-8 e) f +32 h) E 
с) 1-8 Р Ug 9 8-2 


3. Dadas las funciones f = (х, fG) | f(x) = х2 — 9; x € (1.41 y g --((х,203 | еб) = 2x + 1; 
x € [2,5]), determina: 





a) f+2 
Р) 1-8 
o 1-8 
5 4) 1 
, 8 
: 4. Dadas las funciones f y g, con reglas de correspondencia f(x) = {/х +8 y g(x) = /x—7, determina: 
P f 
а) f+2 d) 2f—4g g : 
b) 3f+2 9 f. 
о "шш " h) 1-1 
: 91-2 DF 2g-3 


5. Dadas las funciones f(x) = х? y g(x) = 2х + 1, determina las ecuaciones para las funciones: 
a) (4-8 b) f—g с) f-g a E 


determina también el dominio de cada función resultante. 
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2 6. Dadas las funciones f y g, determina el dominio de la función resultante de: 
: f 
: а) ftg d) 2 Р УВ 
$ b) 1-8 8 gef 
2 e) £ 
: 9 re f 
: Рага: 
: 1 х-1 1 
1) Јо) = Ух 3; (х) —— 4) Јо) = ——:g00-— 
х x+1 х 
2) ТӨ)--х = 7; g(x) -Х- 1 5) fía) = Л — gigi) = A? =9 
3) fG) = Ух; ga) — 32 —4 6 Ро) = 1х; во) 1—3] 
7. Dadas las funciones f — {(2,4), (3,9), (4,6), (5,7) у g = {(2,3),(3,2),(4,1), (5,0) } determina e ilustra 
рог тарео: 
а) fog 
b) gof 
8. Dadas las funciones f= { (х, f(x) | О) = 4x — 2; хе R} y g = {(х, 20 | 0) = + lix € В}, 
determina: 
a) /98 
b) gof 
9. Dadas las funciones f(x) — x^ + 4 y р(х) = Ух. determina ф(х) si ó = fo g y encuentra el dominio 
de ф. 
10. Dadas las funciones f(x) = — 19 Domf = (—оо, +оо); g(x) = 4x — 5, Domg = [0,3], determina: 
x 
a) fog b) gof c) fef d) gog 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. «s s «« «eee s 
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1. Completa la tabla siguiente. 


Notación Notación Representación gráfica 
de intervalos de desigualdad 





[6,13) 
—4< 4х<4 
х<2 
[1,8] 
LER 


2. Escribe el conjunto de pares ordenados que forman parte de la función f y obtén el dominio 
—64 


y rango de la función si la regla de correspondencia está dada por f(x) — = 





—8 


3. Encuentra el dominio y el rango de las siguientes funciones. Utiliza tanto la notación de 
intervalos como la de desigualdades. Traza la gráfica correspondiente a cada función. 


a) ѓо) = 453 b) fo) = 





x—2 
2 


x*—1 
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4. Si se tienen las funciones denotadas por f = ((2.0), (4,7), (10,8), (3,6)) y g = ((11.2), 
(3.8). (6.5), (4,7) 1. encuentra (f 4- 7g) y (f -— 40). 





1 
5. Dadas las funciones f(x)= (х) = Зх — 82, determina: 
f Iss 
Ї 
a) gof b) P ce) 1-8 


Encuentra el dominio resultante para cada caso. 
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1. ¿Qué entiendes por límite de una función? 


2. Si la función f. cuya regla de correspondencia es f(x) = 3x — 20, demuestra que lim— 5. 


x5 


х2--8х--15 


I 3s cuando x — 6. 
X^ — 


3. Calcula el límite de la función р(х) = 


4. ¿Qué significa un límite infinito? 


5. ¿La función f(x)— эь Mm es continua? ; Por qué? 
14-32 
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Propósito de la unidad Competencias disciplinares 
Que el estudiante: 1. Construye e interpreta modelos determi- 
* Conozca el concepto de límite de una fun- nistas mediante la aplicación de problemas 
ción. algebraicos y geométricos para la compren- 
* Interprete límite de una variable. sión y análisis de situaciones reales o for- 
* Aplique las propiedades de los límites. males. 
* Distinga entre función continua y discon- 2. Propone, formula, define y resuelve dife- 
tinua. rentes tipos de problemas matemáticos, 
* Conozca medir segmentos rectilíneos y con- aplicando diferentes enfoques. 
gruencia de segmentos. 4. Argumenta la solución obtenida de un pro- 
* Realice el cálculo del límite de una función. blema, con métodos numéricos, gráficos y 
analíticos, mediante lenguaje verbal y ma- 
temático. 


8. Interpreta tablas, gráficos, mapas, textos con 
símbolos matemáticos y científicos. 





" Contenidos que aborda la unidad 

а. «л. 
Contenidos * Noción intuitiva de límite. 
conceptuales * Cálculo del límite de funciones. 
— Ae * Continuidad de una función. 
FRA 
ке. ЁО ох » Comprenderá el concepto de límite de una función. 

ge m Кобы йтепксе» » Resolverá y argumentará, mediante los diversos casos que se presentan, los límites 


de diferentes funciones. 
* Jdentificará diferencias entre función continua y discontinua. 
* Resolverá problemas utilizando los conceptos aprendidos de los límites. 








Contenidos *  Expresará ideas utilizando los conceptos de límites. 
actitudinales * Colaborará con sus compañeros al resolver problemas. 
d * Aprenderá a valorar el trabajo de sus compañeros al resolver problemas. 


Contribuirá con ideas de manera crítica y acciones responsables a la hora de 
trabajar en equipo. 
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Noción intuitiva de límite 


¿Qué se entiende por límite? Comúnmente se habla del límite de velocidad, del límite entre dos naciones, 
del límite de peso de un boxeador, del límite de paciencia, del límite de elasticidad de un cable, del límite 
de tensión, etcétera; todo lo anterior nos hace comprender que un límite es un tipo de cota que en algunos 
casos puede que se alcance o que se supere. 

En el estudio del cálculo, la comprensión del concepto límite es fundamental, por lo que es conveniente 
explicarlo en términos prácticos y aplicado a situaciones y problemas cotidianos. 

Por ejemplo, pensemos en la relación entre la fuerza aplicada a un resorte de extensión (peso) y su 
cambio de longitud; es decir, cuánto se deflexiona el resorte sin llegar a romperse. Para obtener esa infor- 
mación, aumentaríamos el peso suspendido del resorte para después registrar los cambios de longitud (5) 
para cada peso agregado sucesivamente 

Supongamos que el resorte soporta 25 kg antes de romperse. Cuando el peso se acerca a los 25 kg, es ne- 
cesario que los incrementos de peso sean cada vez más y más pequeños para no llegar al máximo de 25 kg. 
Registrando las longitudes sucesivas de deflexión del resorte podríamos determinar el valor L, es decir, la 
longitud S del resorte tenderá a L conforme el peso W tienda a 25 kg. Simbólicamente se expresa como: 


S — L (que se leerá S tiende a L) cuando 
W — 25 (que se leerá W tiende a 25) siendo 
W < 25, establecemos que £ es el límite de la longitud S. 


Si se tomaran fotografías del resorte cuando éste es sometido a diferentes pesos podríamos observar 
que la longitud máxima que alcanzaría justo antes de romperse sería el valor máximo dado por L. 





W — 24.999 kg 


Otro ejemplo de aplicación se puede ver en la siguiente situación geométrica, en donde f es una función 
real. Sean A(x,. f(x,)) y B(x. f(x)) dos puntos cualesquiera sobre la gráfica de f, tal y como se representa 
en la siguiente figura: 
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La recta T es la tangente a la gráfica de f en el punto A. La recta S, es la recta secante que corta a la 
gráfica de F en A y en В, la cual se aproxima a la coincidencia con T cuando В se aproxima a A a lo largo 
de la curva. Es decir, la recta secante tenderá a parecerse a la recta tangente conforme las coordenadas del 
punto B tiendan a las coordenadas del punto A. 

Sea т. la pendiente de la recta secante que pasa por A y por В, entonces, observando la gráfica 
anterior, la pendiente de la secante está dada por: 


Ро) f(x) 
= Х-3, 

Conforme las coordenadas del punto B se acerquen cada vez más a las coordenadas del punto A, 
entonces la recta secante tenderá a la recta tangente y, por tanto, la pendiente de la secante tenderá a la 
pendiente de la tangente. Esto se expresa como: 


m= lim m = lim Хо) fi) 
X эх| х ^x] хх, 


Si existe un número т, la recta que pasa por А con pendiente т es Іа recta tangente Т. Este particular 
límite, relacionado con el concepto geométrico de tangente de la gráfica de fen un punto A, se denomina 
derivada de f en x,. 


Límite de una variable 


En la geometría elemental se encuentra el conocimiento de una variable que se aproxima a un límite, por 
ejemplo: 

El área del círculo se establece y se calcula como el límite comün de las áreas de los polígonos regulares 
inscritos y circunscritos de un número n cualquiera de lados. Así, cuando el valor de n se incrementa, se 
observa que el área de los polígonos tiende hacia un límite, llamado área del círculo: en otras palabras, 
para cualquier círculo determinado de área c se tiene que conforme aumenta el valor de л, el área v de un 
polígono inscrito o circunscrito se acercará indefinidamente al valor de c de tal manera que la diferencia 
(v — c) adquiera valores tan pequefios como se desee. 

Por conclusión, si la variable (v) tiende a la constante (c) como límite cuando los valores sucesi- 
vos de v son tales que el valor numérico de la diferencia v — c puede llegar a ser, finalmente, menor 
que cualquier cantidad positiva predeterminada tan pequefia como se quiera; dicha relación se escribe 
lim v = c, o bien, v — c. 


Ejemplo 

Si v toma la sucesión infinita de valores 
pA i 1 

зла P 


: Бо 1 : ЯС 
a medida que л toma los valores de 1, 2, 3, 4, ... , va disminuyendo 28” pero conservándose positivo, 
por lo que v — 0 al aumentar л, es decir, lim v = 0. 
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Límite de una función 


Si consideramos la función f definida por: 
—8 
JUR — > 
donde el dominio contiene todos los números reales шини x — 2. Si queremos hallar el límite de f(x) 
al aproximarse x a 2, es decir, si no nos interesa hallar el valor de f(x), puesto que f no está definida en 
х = 2; lo que se busca es el valor al que se acerca f(x) cuando x lo hace a 2. 
Se determina f(x), considerando valores de x próximos a 2, es decir, al aproximarse por la izquierda. 
Así, tenemos los siguientes valores: 1.5, 1.75, 1.9, 1.99 y 1.999: al aproximarse por la derecha tenemos 
2.5, 2.25, 2.1, 2.01 y 2.001. Al escribir estos datos en una tabla, tenemos que: 





x 1.5 1.75 1.9 1.99 1.999 —= 2 4— 2.001 2.01 2.1 2.25 2.5 





fod 9.25 10.5625 11.41 11.9401 11.9940—> ?-«4—12.006 12.0601 12.61 13.5625 1525 


De la tabla anterior deducimos que el límite de f(x) cuando x se acerca a 2 es 12, es decir f(x) — 12 
cuando x — 2. También representamos este límite como: 


lim f(x) = 12 
x32 
Lo anterior implica que: una función no puede tender a dos límites distintos a la vez, es decir, si el 


límite de una función existe, éste es ünico. 


Definición. Se dice que el número L es el límite de la función f cuando x tiende a x, si para cada número 
£ < 0 existe un número $ > 0, tal que para x € Domf se cumple que 0 < | x — x, | < ё, implica que 
|feo- | <. 


lim f(x) — L Е límite de f(x). cuando x tiende a ху. es L. 
х-л) 
La definición anterior se interpreta geométricamente de la siguiente manera: 


y 





Para un número £ > 0 dado, se trazan las dos rectas horizontales y = f(x) = L — € y y = f(x) = L + €; 
por definición, яван f =L requiere que dado £ > 0, se puede escoger ё > 0, tal que si para cualquiera de 


dos puntos (x, "Ч n de la gráfica de f se cumple que su coordenada x se encuentra en el intervalo definido 
entre las rectas verticales x = x, — б y x= x, + б, entonces, la coordenada y también deberá ubicarse en 
el intervalo L — E< f(x) < L + €. 


66 


http:;//bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 8/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 2 
límites y continuidad de funciones 


Ejemplo 


Sea f la función cuya regla de correspondencia es f(x) — x + 4, demuestra que lim f(x) — 6. 
x2 


f 





2-5 2 2-5 


De la definición de límite se tiene que para cualquier £ > 0 exista un б > O tal que: 


|70) —6| =lx+4—6|=|x—2] « € 


siempre que 0 < |х = 2] < 6, es decir, para cada £ > 0 tenemos ё = £. 


Entonces, 0 < |x = 2 < ё=& implica que: 


TEESE 
EJERCICIO 6 
М |. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas. 
Escribe los тї -Qué s iende ímite? 
Š AN 1. ¿Qué se entiende por límite? 
Compelenci 2. Explica mediante un ejemplo la idea intuitiva de límite. 
gestos 3. Explica tu idea sobre el límite de una variable. 


osas i 4. ¿Qué se entiende por límite de una función? 
. 5. Escribe tu propia definición de límite de una función. 


ll. Realiza el siguiente ejercicio práctico. 


l. Dibuja polígonos de 8, 10, 12 y 14 lados inscritos y circunscritos a un círculo; compara las áreas 
respectivas con base en el concepto de límite. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» +. .......  .өс:..ө.өөсө,өөөөөсөс 5 
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Cálculo del límite de funciones 


Propiedades de los límites 


Al explicar la definición de límite se utilizaron, sin mención formal, algunas propiedades fundamentales 
de la noción límite; una relación de las mismas se presenta a continuación. 


1. Si c es una constante, el límite de c cuando x tiende a a es igual a c. 


limc—c 
Ejemplo 

lim 5 = 5 

x2 


2. El límite de x cuando x tiende a a es igual a a. 


limx=a 

xa 
Ejemplo 

lin x —3 

x3 


3. Si c es una constante y f es una función, el límite del producto constante por función cuando x tiende 
a a es igual al producto de la constante por el límite de la función. 


limc f(x) = clim f(x) 
Ejemplo 
lim 4x = 4 = lim x = (412) = 8 


x2 x2 


4. Sif y g son funciones, el límite de un producto de funciones cuando x tiende a a es igual al producto 
de los límites de las funciones. 


lim f (x)g(x) = [tim го g(x) 
Esta propiedad también se expresa en forma más general para cualquier entero positivo n, como: 


lim x" — a^ 


xa 


Ejemplo 





lim x? =| lim x] lim O -9 


13 x3 x3 


Directamente, lim x? —(3? —9 
x3 
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5. Sify g son funciones, el límite de una suma o diferencia cuando x tiende a a es igual a la suma 
o diferencia de los límites de las funciones. 


lim [f(x)3- g(x)]— lim f(x)+ lim g(x) 


Ejemplo 
lim (3x? + 2х) = lim 3x? + іт 2x 
x5 


x3 x 


=3 lim х2 +2 lim x 


x35 ГЕУ] 


= 3(5)? 4-2(5) 75 -10— 85 


6. Sity g son funciones, el límite de un cociente cuando x tiende a a es igual al cociente de los límites 
de las funciones, siempre y cuando el límite de la función del denominador sea diferente de cero. 


y lim f(x) 
i Je) ga si lim g(x) 0 
xoa р(х) іт g(x) xa 


Ejemplo 


lim(5x? — 3) 
12 





5-3 | SQy-3 37 
5 


lim = = = 
x2 2x+1 lim(2x +1) 2(2)+1 
x2 


7. Sif es una función, el límite de una raíz enésima de una función cuando x tiende a a es igual a la raíz 


enésima del límite de la función. 
lim f(x) = flim fœ 
Ejemplo 


; 2 2c Ts 2 25 2 — = 
lim 2x 4]= [limQx +1) = 4/2022 41-9 —3 


Cálculo del límite de funciones 


Existen varios casos para calcular el límite de una función. A continuación, describiremos y ejemplifica- 
remos cada uno de ellos: 


Caso | 


Si la función está expresada en su forma más simple, se sustituye directamente el valor a que tiende la 
variable independiente en la función, dando lugar al límite buscado. 

Al aplicar las propiedades de los límites en la determinación del límite de funciones, se ha observado 
que al sustituir directamente la variable independiente de la función con el valor a que tiende dicha variable 
se encuentra el límite de la función. 
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Ejemplo 


1. Calcula el límite de la función y = x? + 2x — 1 cuando x — 2. 
lim f(x) = шл? +2х—1) =(2 +22) -1=4+4-1=7 


х? 5x 


2. Calcula el límite de la función y — cuando x — 5 


PISE =$ 

- OE" ЗОВ др. же Жу 0 -S 

"7 5 4х -6 lim(4x — 6) (04 2—6 
41! > —6 > 6 


lim (x + 5х) ЦЭ. 15 +00 


х 3 


2 


21 
24 .. 2 
—- 32 
2 e 
3. Calcula el límite de la función ух +213 cuando x — 1. 
| x+1 
NC: = 
| „222-3: mera mA 0 
lim f(x) — lim ————À— => = =-=() 
хэ! х x4l lim(x 4- 1) 1+1 2 
xl 


Formas indeterminadas del tipo H 


Al calcular el límite de un cociente, se ha observado que: 


a) Si el numerador y el denominador tienen límite distinto de cero, el límite del cociente es igual al 
cociente de los límites (propiedad 6). 


b) Si el límite del numerador es cero y el del denominador es diferente de cero, el límite del cociente 
es igual a cero (ejemplo 3). 


с) Si el límite del numerador es diferente de cero y el del denominador es cero, el cociente no tiene 
límite y se establece que tiende a más o menos infinito (+00), según el caso (ejemplo 2). 


0 
d) Silos límites del numerador y del denominador son ambos iguales a cero, se tiene la forma B „дое 


se denomina indeterminada, ya que cualquier valor numérico que se ponga como cociente cumple 
con la condición de que, multiplicado por el divisor, da lugar al dividendo. La indeterminación se 
puede eliminar mediante operaciones algebraicas sencillas, por ejemplo: 


x? —x—12 


E 


l. Calcula el límite de la función y= cuando x — 4. 
Al aplicar directamente la propiedad 6, tenemos: 


-— lim(x? — x —12) 828 
lim 42-85 == UEFE = 0 Se obtiene la forma indeterminada. 
4 Х-4 lim(x —4) 4—4 0 


1.4 
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Pero si factorizamos el numerador, tenemos: 


inus 3 
limi x —x-1 um AAA nepa 
x4 х-4 x4 (1-4) 14 


Lo anterior da lugar a un caso adicional que es necesario conocer para el cálculo de límites. 


2х2-3х-1 


2. Calcula el límite de la función y = ——————— cuando x — —2. 
: х-2 
22-341 mer жоу 4 543 15 
A + a 
2 x42 lim (x+ 2) —2 +2 0 
х-+—2 
Caso |! 


А veces es necesario simplificar la expresión dada antes de sustituir directamente el valor de la variable 
independiente, ya que no hacerlo da lugar a la forma indeterminada 1) . La transformación de la expresión 


dada se obtiene por medio de la factorización del numerador y en algunos casos es necesario factorizar 
el denominador. 


Ejemplos 
х2--х- 


1. Calcula el límite de la función y = II cuando x — 2. 
X - 


. х24х-6 1 (х43)(2-42) _ íQ 253.243 5 
lim — — — = lim ez 
2 x?—4 х- 204296-2 x irt ЫШ 242 Y 








—27 
2. Calcula el límite de f (y) = 1. E cuando y — 3. 


tim 23 07 3» 9) *3y*9) EYI 94949 27 9 





lim Y IAEA К Б. з Ды. ЛИШ. ЛАШ, 
Ex rcm сын un |o4360-5 _ 3 94-3 3--3 6 2 
MEE EN | 
Al calcular el límite de ————— cuando x — 2, al aplicar directamente la propiedad 6, tenemos: 


lim YY _ 42-42 42. 9 Se obtiene la forma indeterminada. 
x2 x—2 2-2 0 


Para eliminar la indeterminación es necesario multiplicar numerador y denominador por el binomio 
conjugado del numerador, es decir: 


ааа) а Jte (e 
1 1 


3 
-n 42412 242 


iim 
x2 
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Caso ! 


Para calcular el límite de una función dada es necesario simplificarla mediante la racionalización del 
numerador o del denominador antes de sustituir el valor de la variable independiente directamente en la 


expresión, ya que no hacerlo da lugar a la indeterminación (5) 
Ejemplos 


1. Calcula el límite де f(x) = cuando x — 0. 


х 
4х--1-1 
(x) Vx+1+1) 


m 
хэд (x4 D-1 





РЕС — in | Ух+1+1 1 
х404/Х41-1 з-4|4Х-1-1)-/Хх41-441 
AREA. i TT) VOTE 1=2 


= lim 
х-+0 


4—x? 


3/12 +5 


2. Calcula el límite de f(x) — cuando x — 2. 


lim 4—x? = 4—x? 3-EXx* 4-5 
e23—4345 1213-4245) 13443245 


- lim 44 47 +5) Vat +5) qe т GER) д! +5) = lim(3+ [2 +5) 


Y и DBA +5) 


үрт 2 9 — (x? +5) 











x2 572—5 


—3-JQy +5 =3+4/9 =3+3=6 


Uno de los límites más importantes en el estudio del cálculo diferencial рага cualquier función se 
determina por la fórmula 


tim EPS 
h0 h 


Ejemplos 

: h)— 
1. Dada f(x) = ax”, determina li ан 
Si f(x) = ax 


f(x ++ А) = a (x + hy = ах + 3ax h + Захі? +аһ? 


GAMA p ač 4 Зах2һ 4- Захи? ah? — a. hax? + 3axh+ ah?) 
ШЕ 0 0— = lim — K ИТТ 
е h я-э0 Л h0 

= lim (Зах? + 3axh + ah?) = Зах? + 3ax(0) + а(0)? = Зах? 

h0 
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2. Dada f(x) = х? — 3x + 5, encuentra im Fett fen 


Si /(х)-х7-43х--5 
Ро +) = Gh – З(х + А) +5 = x? + 2х 4 А2 —3x — 3h 5 


10/0) -mč +2xh+hk? — 3x — 3h +5- (х2 – 3х +5) 
k0 h h=0 h 


“авд 424 035 A VA ps 
h 


h0 


— fig +h-3) 
h0 


= lim(2x 4-h —3) = 2x 4-0—3 = 2x —3 
h—0 
3. Dada ((х)--43х-1, determina По 
h-0 


Si /(х)-43х-1 
fGc h) = 43 h)-1 


lim Lem ЛОО) _ lim 43(х4-0)-1-43х-1 
h0 h h0 h 


Bü (Зх +) —1— J3x—1 \/3(х + А) 1 + 43x—1 
һ-э0 һ 43x + А) —1 1+43x—1 


E a 7 e dl 
c i^o (Jata 1--43х- 1) 


AW 1 4-43x— B x 14-43Х-1 == 


4. Dada f(x) — 3, determina lim EP- 
ax h-0 





si /00-4- 
ax 
1 
FA = Em 
11 ax—a(x+h) 
tim ОЕ О) үү ARM) ах y, axla(x + h)] 
к 0 h 28 h h-0 h 
„Ж-—ж*—ж#_„ _ d 2 E 
a h- "oxla Ај - Ё S UTUTYU a ax? 
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- /(х+һ)— fo) 
5. Dada /(х) = T encuentra lim TR. C 


Si (х= X 
1 


=== 
SAS тн: 

1 Мх —JUx+h) 
tim ГОЛО) — 2 Каспи Ez cdm Sia. 


h0 h h0 








€ Ko "a 0. (Ea М2х +]2(х-+ЕВ) 
оо hN2x 2x Rh). _ ^ S х Јоха) |х + 2x - 
2x —2(x 4- h) 2X — 2X — ж 


= р) +2Mx+mN2x — n can FG Ах 
E E 


E: нөх 20:10) 4(х4-0)/2х — х\/2х+х\/2х | i4 





La : Ёў 
6. "Рада fa) = Х d determina lim = йыйды a qu 
2x-1 h-0 h 


x? +3х 
2х-1 
(x--hy —3(x-ch) _ x? c 2xh +2 —3x — 3h 
2(х--0)-1 —— 2(x -h)-1 

xip2xh-h?—3x43h х2-3х 
ОЛО) ka 2(x4-h)-1 2х-1 
В-д h0 h 

Qx — DG? +2xh+h? —3х —3һ)—[2(х-+)—1|(х? —3х) 
E | (2х—1)[2(х+)—1| 
h-0 h 


Да? + Ax" + 2 A >вхї — La I? - ЭХ +3һ— 227 + x — DANA xfi + x” — ЭХ 


Si f(a)= 





fa+h= 





: (2x — D[2(x 4- й) 1] 
= lim 

h—0 h 
2x?h + 2х2 —2xh — &? +3h 

(2x — D[2x 4-4) —1] - lim И(2х2 --2xh —2x — h4-3) 
h0 h h-0 И(2х — D[2(x 4- 1) -1] 
im 297 2x(0—2x—043 | 2r! —2x-F3 _ 2 2х+3 
h0 (2x—1)[2(x+0)—1] (2х— 1)(2х—1) Qx-1)* 
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Límites infinitos y límites en el infinito 


Si el valor de una función llega a crecer sin límite cuando x tiende a a, se dice que la función tiende a un 


límite infinito y se representa como: : 
lim f(x) — oo 
h->0 


Si la función crece sin límite positivamente cuando la variable tiende a a, la función tiende a +00; 
si la función decrece sin límite negativamente cuando la variable tiende a a, la función tiende a — оо, lo 
cual se expresa como: 


lim f(x) = +оо lim f(x) = —oo 
Ejemplos 

TEN : 1 

lim — = +оо lim [-5)-—0o 

х-0 X^ х-40 х 


Se dice que la función tiende a un límite cuando crece o decrece la variable independiente y ésta tiende 
a infinito, es decir: 


lim f(x)— A 


X——00 


De lo anterior se concluye que existen ciertos límites que generalmente se presentan cuando la variable x 
tiende a cero o a infinito, los cuales se enuncian a continuación. 


„= @ с шэг Ё с 

1. lim – = оо о —=00 4. lim ——0 о ---0 
хэд X 0 i X со 

2. lim cx—0 o  c(0)—0 5. lim cx—-oo о  c(oo)—oo 
х-20 x-400 
? E шоо со 

3. lim ==0 о --0 6. lim ——oo о —=00 
0 C с oo С с 


Donde с es una constante diferente de cero. 


Formas indeterminadas del tipo ES 


Cuando se tiene un cociente de polinomios y se hace que la variable x tienda a infinito, se pueden tener los 
siguientes casos: 


a) Si el numerador tiende a infinito y el denominador tiene límite, el cociente tiende a infinito. 
b) Si el numerador tiene límite y el denominador tiende a infinito, el cociente tiende a cero. 
с) Si los límites del numerador y del denominador son ambos iguales a infinito, se tiene la forma 


indeterminada (s . 
со 


La indeterminación se puede eliminar dividiendo ambos términos entre la variable de máxima potencia 
que interviene en la expresión. Como se verá a continuación. 
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4х? — 5х? +6 
l. Calcula el límite de la función Y = AA cuando x — оо. 
II DR 


Dividiendo numerador y denominador entre х”, que es la máxima potencia de la variable en la expre- 
sión dada, resulta que; 


PE E 5 6 5,6 
давала 2 7 4x a ea „Т =й A 4 

im 5 = lim 52555 = lim 74 — tim 2% - 
х юо7Х-43х2--9х3 хоо 7Х-3Х5--9х rœ] 3,9 |o ЛЭН 3 4 0-0-9 0--9 9 


х3 x! x (œ) oo 


Caso IV 


Cuando se desea obtener el límite de un cociente de polinomios y la variable independiente tiende a infi- 
nito, es necesario dividir el numerador y denominador entre la variable de mayor exponente que entra en 
el cociente antes de sustituir directamente el valor al que tiende dicha variable. 








Ejemplos 
1. Calcula ба: 2-82. 
хэю4х + + 8х2 
2-5x? 2 - 
EPA —5 
lim тру mA х? 5» _ Mn NE 
х? X oo 
Z 23 
2. Ceu ga ОЧЫ С 
1-00 4 — 33t — 230? 
2 1:525 3 3 2 
EIE UT tl ioo | x(oo) 
lim xt ga cb RECO 1L БЕ... ШИШИ 
о 4— 3xt — 2313 55:4 E NM x A 3. 
xe PP ap X (oo)  x(oof 
| 04+0+1 1 


“0-0-2х 2x 
Existencia o inexistencia del límite 


Una función f(x), en algunos casos, no tenderá hacia un límite cuando x se acerque a un valor numérico 
particular. Por ejemplo: 


a) lim 1 cuando x — 0 se anula el denominador, por lo que decimos que el límite no está definido para 
х-э0Х 


X = 0; por lo tanto, el límite по existe. Si registramos valores crecientes y decrecientes de х, se 
observa que: 


0.001 0.0001—» 0 


1000 10000—> +00 
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A medida que х se aproxima a cero, desde valores positivos la función — crece más. 
х 


-001 —0.001 —0.0001 > 0 


—1000 





: : : ze] : 
A medida que x se aproxima a cero desde valores negativos la función — decrece más. 
х 


La existencia о inexistencia de un límite para una función f(x) cuando х — а, no depende del 
valor de la función en a. Tampoco es necesario que la función esté definida en a. 


Si lim f(x) = 1. el valor de L es un número al cual la función puede aproximarse arbitrariamente 


хэй 


permitiendo que se aproxime lo suficiente a а. 


El comportamiento de la función cerca de a y no su valor en a determina la existencia del límite. 


b) ша] cuando x > 0 y si |х| = х, el límite es igual a la unidad; cuando x < 0 y si |x| =—x, el 
х-0 Х 


límite es igual a — 1. Cuando x — 0 la función I| tiende a dos valores diferentes, (1) y (—1). si 
х 


x se acerca a cero con valores positivos o negativos. 


lx] 


Al no haber un límite único cuando x — 0 se dice que lim“ no existe. 
x0 X 


Límites laterales 


Permiten analizar el límite de una función f(x) cuando x tiende a un valor numérico dado por la derecha 
o por la izquierda. 


Ejemplo 


xls xl 


Dada f(x)— | el límite de f(x) cuando x tiende a la unidad por la derecha, f(x) tiende a 


x2 
dos; cuando x tiende a la unidad por la izquierda, f(x) tiende a la unidad. Lo anterior se denota como: 
lim Ј0)= 2 lim f(x) = 1 

xl x1 


y 
Límite por la derecha Límite por la izquierda 


Asíntotas verticales y límites infinitos 


Si el valor de una función se hace infinito cuando x — a por la derecha o por la izquierda, se dice que la 
función tiene un límite infinito y su gráfica una asíntota vertical, es decir: 


lim f(x) = +оо y lim f(x) = —oo 
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Sea f(x) = == Si determinamos la tabla de valores y su gráfica, tenemos que: 


х 0 1 15 NMUI——*-2«—m 25 


ЦӨН 21-05 -1 -2  —10—» —oo, +оо «— 10 2 





= +00 





ТИЕ РИУ х= 2 
2—-2х—2 1 
| Asíntota 
vertical 


Six se aproxima a 2 por la izquierda, f(x) decrece; si x se aproxima a 2 por la derecha, f(x) crece; es decir: 








: 1 . 1 
lim =—00 y lim = +оо 
х-2х—2 12H x— 


La recta x = 2 se denomina asíntota vertical de la función. Para una función puede haber cuatro tipos 
posibles de límites infinitos, que son: 


a) lim f(x) = +оо c) lim f(x) ——oo 
b) lim fG) = —oo d) lim f(x)—--oo 


Asíntota vertical par 


Resulta cuando los dos límites laterales de la función en a son infinitos y del mismo signo. 


Asíntota vertical impar 

Resulta cuando los dos límites laterales de la función en a son infinitos y de signo contrario. Una asíntota 
vertical se presenta cuando un cociente tiene denominador nulo, siendo el numerador distinto de cero; en 
el tis t. la razón indefinida 1 se puede considerar (+00) o (—00), según el sentido por el que se tiende 


х-0Х 
a cero como valor límite. 
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Asíntotas horizontales y límites infinitos 


Si el valor de una función tiende o se hace finito cuando x crece o decrece infinitamente, se dice que la 
función tiene un límite en el infinito y su gráfica tiene una asíntota horizontal. Es decir, se cumple que: 


lim f(x) =L y lim f(x)=L 
x1-+400 Х-3-00 


Ejemplo 





Sea f(x) = 5 . Al determinar la tabla de valores y su gráfica, tenemos que: 


x+ 


х —oo —100 -10 -7 —5 3 5 7 10 100 +00 


f(x) 3 ЮМ X3 ЭЛ 3475 EEn +90 tS REZA 25 RO 2:72 297 3 








El valor de f(x) tiende a 3 cuando x — +00; el valor de f(x) tiende a 3 cuando x — —оо; es decir: 


lim f(x) 53 y lim f(x) ^53 


x oo 


La recta y — 3 se denomina asíntota horizontal de la función. 


Asíntota horizontal por la derecha 


Resulta cuando la gráfica de la función se aproxima a la línea horizontal (y — L) a medida que x crece 
sin límite (x — +00). 


Asíntota horizontal por la izquierda 


Resulta cuando la gráfica de la función se aproxima a la línea horizontal (y — L) a medida que x decrece 
sin límite (x — —00). 

Una función puede tender hacia una o más asintotas horizontales; también es posible que una función 
corte su propia asíntota horizontal. 
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Ejemplos 


Bibliotechnia - 





EJERCICIO 7 


Escribe los números s 2 
correspondientes L limx 3. 


13 
Competencias 
Бенюк 2. lim(4x+5) 6. 
Competencias х-20 
disciplinares 
3. lim(5x—2) T. 
1-2 
4. lim6 8. 
х-4 


indeterminada Ol 


8x? —2x 








indeterminada b 


1, lim 
x—Üü 


O9 * 9 9" 9 9 э 9 9 9 9 9 9 9» 9 = э 9 9 9 9 9 "ON . з ө = = = 9 9 OR 9 л OR 9 9 ө = 9 = э 9 À э э * 9 э * 9 э э 
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1  lim——— — Э; 

x—() 2x 
г ES 

2. im 224 6. 
х--1Х-1 

3. ња E 
х0 X 

" x45 

4. lim 8. 

Зэс” 2-25 


X 


5 |. Aplica directamente las propiedades de los límites y calcula los siguientes límites, si existen. 





lim x 9. іт 3х2 
x 2 
2 ТЕ 
fn 22 +х—! 10. lim(4x? —8x +5) 
x2 4х—2, x2 
lim(x? —4) Н. dst! 
х-э2 x32x 4-3 
lim 5x 12. lim y/3x2+4 
1 x-2 


lim 


х= 


x 


al 


lim 


X 


3 


х2-х-2 


х2-1 


2x'—*—3 


x+1 


x? T Ax — 21 


lim 


x- 


lim 


4 


80 


х—3 


х2 +5х+4 


х+4 


X 
2424-4 —J2 


12. 


Il. Aplica el artificio algebraico del caso Il y resuelve los siguientes límites que presentan la forma 


. x1—8x4-12 
ТЕЕ 
12 х-2 





0141 
lim 

1 x+1 

„X> —125 
lim 

23$ k^—25 
. 3-8 

lim 

x2 x—2 








Ill. Aplica el artificio algebraico del caso IIl y resuelve los siguientes límites que presentan la forma 


2/10 
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: 4. lim2 X 7. 
. xo4 4—x 
: 8: limo X 8 
. 1-0 X 
: _ De — х? 
Е 6. li 9 
: х- Е -16 
1. о) me 1. 
: 2. р) = ax +bx+c 8, 
з. /0)-1 > 
K х 
: : 10. 
4. ро) = 5X 
& f). п. 
6. }(ху=ух?—1 12. 


IV. Para cada una de las siguientes funciones dadas, determina lim 


Bibliotechnia - 
UNIDAD 2 
límites y continuidad de funciones 
TUN =. A 10. lim 
rd ЭРИТ БЕР A "DIG 
x?—4 


li 
z dJe —3—1 


х-1 
A E A 
2122132 
fG-r h)— f) 
шин ни. 





Р) = 202+ 7х 1 13. ғ) = ух+9 
10) = х + 5х – 3 М f 1 

fe) = Nax -- b AE 
1 

= Зд? — 5 15. є) = = 

Јо) Xx fix Jer 

1 
fee 16. fe) = (2х1 


== 75 


V. Aplica el artificio algebraico del caso IV y resuelve los siguientes limites que presentan la forma 


indeterminada (е) ; 








3 23,2 
L lim 4 —3r 4 5. 
ico ML TR 
2 
а. E 6. 
х: Sl RO 
3. dnt? 1. 
х-со3Х-5 
S 2 
4. 8х — 3х +1 8 


im 
zoo 4x? + 5x — 7 





. 2243 : Эф 

liim ——————À 9. lim —— 

x4 -x—35x? хаю 4-3 
m Ple 

"Ш: 22. їй de EA 

xo 8x — 3 xo X? — x — 12 

. 8х2--4х--2 

lim — 1 ——— 

xo 8x? — 5x 4-3 

li х? +2х—5 

"EU EOM 

X—o00 4x3 — 


VI. Determina gráficamente las asíntotas vertical и horizontal de las siguientes funciones. 


2x —3 

L =% 3. = -n S: = f 
fa) Jib зк Ро) = Ххх 
21—5 3x—1 3x! —5x--2 
2. = 4. A „аш NEN 6. oc aS Си Кг 
Төд 3x42 +2 fo 3x? + 5x —2 fe 6x? —5x+1 

O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. . . «5» .1.000000000000 9 э 9 9 à 9 э » 4 а а . 
81 
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Continuidad de una función 


Noción de la continuidad de una función 


Una función es continua si su gráfica presenta la ausencia de vacíos o saltos, es decir, que se traza sin 
despegar el lápiz del papel. 


Ejemplos 


Función continua Función discontinua 
Definición Una función f(x) es continua para el valor x — a si se cumplen las tres condiciones siguientes: 
1. f(a) existe o está definida. 2. lim f(x) existe. 3. lim f(x) = f(a). 
xa X—a 


Si al menos una de estas condiciones no se satisface, la función es discontinua para el valor de x — a. 


Ejemplo 


Investiga si la función f(x) — 5x — 2 es continua para x — 3. 

Primero se tiene que determinar para qué valores de x € & la función está definida; efectuando el 
análisis correspondiente, se observa que la función está definida para todo x € Ж. 

De lo anterior, tenemos que 


si f(x) = 5x — 2 para f(3) = 53) - 2 .. Se satisface la primera condición, es decir, 
f) = 13 (3) = 13 la función existe y está definida. 


Para la segunda condición, tenemos que 


lim f(x) — lim(5x —2) — 13 (existe) 
x3 3 


Se observa que también se satisface. 
Para la tercera condición, se tiene que 
lim f(x) — f(3) 
x3 
13—13 


2. Se satisface la tercera condición 
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Al satisfacerse las tres condiciones básicas, concluimos que la función f(x) — 5x — 2 es continua 
para x — 3. 
La función f(x) = х2 es continua en el punto x = 2, ya que: 


1. fQ - Qy —4 2. lim f(x)— Qy —4 3. їш/09-4-/0) 


La primera condición nos indica que una función es continua únicamente en puntos de su dominio de 
definición; por ejemplo, la función f(x) = V9 — x? no es continua en x = 4 puesto que f(4) es imaginario, 
por lo que la función no está definida en dicho punto. 

Una función es continua en un intervalo abierto o cerrado, cuando es continua en todos los puntos del 
intervalo. Del mismo modo, se dice que una función es continua cuando lo es en todos los puntos de su 
dominio de definición; toda función polinomial es una función continua. También son funciones continuas 
las expresiones de e”, sen x y cos x. 

Cuando el dominio de definición de una función es un intervalo cerrado a < x < b, la segunda condi- 
ción de continuidad no se cumple en los extremos a y b, por ello se utiliza la continuidad por la izquierda 
y por la derecha. 

Una función f(x) es continua sobre un intervalo cerrado [a.5] si: 


1. f(x) es continua por la derecha en a. 
f(x) es continua en cada punto del intervalo abierto (a,b). 
f(x) es continua por la izquierda en b. 


La gráfica de una función continua sobre un intervalo cerrado es: 


y 





La función f(x) — Ма х2 es continua, ya que el dominio de definición es el intervalo —2 < x < 2; si 
a es un número cualquiera del intervalo abierto —2 < x < 2, el lim М4 — х2 existe y es igual a Маа? : 

Si consideramos que a — 2, cuando x tiende a 2 por la — — que ies J/4— х2 — 0; cuando 
x tiende a 2 por la derecha sabemos que эж М4 — х2 no existe, уа que mms un nümero imaginario. 


La discontinuidad de una función puede ser evitable y no evitable. 


Ejemplos 
1. Dada f(x)— I se establece que es discontinua en el punto x — 3, ya que: 
x— 


a) f(3)no está definida, por anularse el numerador y el denominador. 


b) lim f(x) — 6, la discontinuidad en x — a es evitable si f se redefine en x — a. 
13 
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De lo anterior hacemos el к análisis: 


FO = — 2 para JO) = Lacy esta indeterminación se evita al factorizar la expresión del 


numerador, es decir: f(x) — ves resultando g(x) — x + 3. 


Las curvas representativas de f(x) y g(x) son iguales, excepto en el punto x — 3; la primera f(x) 
presenta un vacío y la segunda g(x) trata en forma adecuada de llenar el vacío de la anterior. 


2. Dada f(x)— -- se establece que es discontinua en el punto x = 1, ya que: 
Ж — 


a) f(1) no está definida, por anularse el denominador. 
b) lim f(x) —oo no existe. 
xl 


La discontinuidad en x — a no es evitable ya que no existe el límite, es decir, la función es continua 
en todos los puntos excepto en x — 1, en el que presenta una discontinuidad infinita. 


Propiedades de las funciones continuas 


De las propiedades de los límites se deducen las propiedades de las funciones continuas; es decir, si f(x) 
y g(x) son continuas para x — a, las funciones siguientes son también continuas en a: 


1. РО) + р(х). 
2. cf(x), donde c es una constante arbitraria. 
3. Јо) - 20). 


а LO 
g(x) 


5. f(g(x)). al suponer que f(x) es continua en g(a). 


. siempre que g(a) == 0. 


m 


EMPLOS 





Discute la continuidad de 





( 10—x —1<x<3 
709412» заза 


Solución 
Las funciones polinomiales 10 — x y х? — 2 son continuas en los intervalos [— 1,3) y (3.4] respectivamente; 
de lo anterior se deduce que f(x) es continua en todo el intervalo [— 1,4]. Sólo se requiere analizar su com- 
portamiento para x — 3. 
' lim f(x)= lim (10—x)=7 lim f(x) — lim (x? -2)—7 
13 x37 134 x3! 


Como ambos límites son iguales, se tiene que iim f (x) = f (3) = 7; en consecuencia, f(x) es continua en 
todo el intervalo [— 1.4]. 
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Representación gráfica de f(x). 


y 


10—x, —1<1<3 





m x 1-2, 3<х<4 
x?—x—2 2 
2 өе. іѕсше la continuidad de g(x) =} x—2 en toda la recta. 
2 ж==7 


Solución 

2 EF 
La función racional е(х) = Зо- está definida para x = 2 y es continua para todo número real de su 
E — 


dominio de x = 2. 
De lo anterior, sólo es necesario analizar la continuidad en x — 2. 


Para = 2 tenemos: 


yo 
ба ро) =tim 5-2, ig 2D 4D 
52 2 X—2 2 (1-2) 
—limx-4-1—2-4-1—3 
x2 
Como 2(2) = 3, entonces el valor del límite cuando x— 0 es distinto del valor de; (2), en consecuencia, 


Кх) es discontinua en x = 2. 
Representación gráfica de g(x). 
i-x-2 


8()-1 x-2 
2 Х--2 


x=2 .. (х) es discontinua 
епх = 2. 








«(2202) 
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3 es-Discute la continuidad de f(x) = 43-х. 


Solución 


La función f(x) está definida para todo х < 3, también se establece que f(x) es continua en x — 3 por la 
izquierda, ya que: 


f3)243—3-0 y 
lim f(x) = lim J3—x —0 
x3 x3 
lim f(x) = 0— f (3) 
13 
Para todo valor de x < 3 la función dada satisface los requisitos de una función continua en el intervalo 
(—00,31. 


Representación gráfica de f(x). 





Д 0*-Discute la continuidad de la función parte entera f(x) = [x]. 
Solución 


1 9) 15 2 





f(x) = bd 


A partir de la tabla se observa que la función tiene una discontinuidad de salto en cada entero, es decir: 


lim [x] =0 mientras que lim [x] 1 
xl 


х-н 





La función f(x) — [x] es continua por la derecha, pero discontinua por la izquierda en cada entero, уа que 
para cualquier número entero tenemos que: 


lim [x]=a= fía) (continua por la derecha) 


lim [x] — a — 1 f(a) (discontinua por la izquierda) 
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También la función f(x) — [x] es continua en cualquier número que no sea entero, ya que es constante 
en cada intervalo (a,a + 1), donde a es un entero. 


Representación gráfica de f(x). 





Una aplicación de la función parte entera es: 
1. ¿Cuántos hermanos tienes? 
2. ¿Cuántos años tienes? 


3. ¿Cuántos hijos tiene la familia de tu mejor amigo? 





EJERCICIO 8 


|. Entu cuaderno, responde con tus propias palabras las siguientes preguntas y socializa tus respuestas. 


or 1. ¿Cómo es la gráfica de una función continua? 
correspondientes 2 


Escribe la definición de una función continua. 





Кое геси. 3. ¿Qué es una función discontinua? 
Competencias 4. Explica en qué cosiste la continuidad de una función en un intervalo abierto o cerrado. 
eer oem 5. Cita los requisitos para la continuidad de una función sobre un intervalo cerrado. 
6. Explica cuándo la discontinuidad de una función es evitable y cuándo es no evitable. 
7. Escribe las propiedades de las funciones continuas. 


ll. En grupo y con asesoría de su profesor, discutan la continuidad de las siguientes funciones. 
i /6)-442-8х-4 3. s= 
—x 


1 
1++х? 








2. fo)-— 4 ѓо) = 


14-22 
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8 x-—35 | +3] 
5 5. ЇЮ)-- 13, = 
а == Тө) x+3 
- & a == bes] 
: х-7 14. 00-1-4 
. x—5 
. х+4 
Ч. (x) = —————— 
f х2-х-12 15. ft9-—Ix- t] 
8. 10-535 16. fQ)-x- [x] 
x—1 
9, n ШЕ 17. fQ- 
mo х2-5х-4 x -8 
x 2 5-8 
10. “9-1, #59 18. == 
” 3—2x x«l ib i 4—x? 
¿ fa) = x x«i дад mecum 
—4x х2 2 
" < F a 
= O x22 Эс Re 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» +... ....... ee. o. eo... .. no. .e..eo....o.s. 
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х3--9х2--29х--36 


cuando x — 3 aplicando el 
12-16 


1. Calcula el límite de la función g(x)= 
artificio algebraico del caso II. 


2. Determina lim Ха +) fo)» 
1 


) para cada una de las siguientes funciones. 
h—0 


. (l+x¥ —1 
@ў у 
h-0 х 


b) lim 
403+x 





с) lim 


вэб /x+a 





3. Aplicando el caso IV, resuelve los límites siguientes. 


33-25x? 


a = e ER £O 00— м 
dis mtm 


у 3x1 + 4х? —17 
b) lim ————————— 
x—o0 9x* —6x? Ер 3х-1 
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. 100х— 99 
c) lim ——— 
x-00 25x 


Discute la continuidad de las siguientes funciones. 





a: o= x* —16 


b) ¡E 
x—11 





x<l 


| 
с) 2(х) =} х 
Ух +1 х21 


xX 0-х-1 
а 60-1 0 1«х-2 
х-1 2<x<4 


90 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


2/10 


Bibliotechnia - 


14/2/2017 


17 | 


- 


ЧАЦГА 


























de funciones 


Y 


Ivación 


Der 




















http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


14/2/2017 


Bibliotechnia - 


Evaluación diagnóstica 





. ¿Qué entiendes por derivada de una función? 


. Encuentra la derivada de las siguientes funciones y determina el valor de y cuando x — —2. 


a) y 2 12x* +112 —10 


1 
b) E EV 


. (Cómo se representa geométricamente la derivada de una función? 


. Indica si las funciones siguientes están en forma implícita o explícita. En caso de estar en 


forma implícita, reordénala de tal manera que sea una función explícita. 


a) Ax? -13xy — Ay? = 14 


b) Jx*«-3y? -12-3 


с) 124 3y+y,/1+ y— у 


x!44 
xX —4 


4) у= 





. Encuentra la derivada de las siguientes funciones trigonométricas. 


а) y=sen7xcos2x 


b) f(x) = 1п(соѕ 5х) 
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Propósito de la unidad Competencias disciplinares 
Que el estudiante: 1. Construye e interpreta modelos determi- 
* Conozca la definición de la derivada como nistas mediante la aplicación de problemas 
razón de cambio. algebraicos y geométricos para la com- 
* Conozca la definición de la derivada como prensión y análisis de situaciones reales o 
pendiente de una curva. formales. 
* Conozca la notación de la derivada. 2. Propone, formula, define y resuelve dife- 
* Maneje las diferentes reglas o fórmulas para rentes tipos de problemas matemáticos, 
la derivación de funciones. aplicando diferentes enfoques. 
* Realice demostraciones de las fórmulas fun- 4. Argumenta la solución obtenida de un pro- 
damentales de derivación. blema. con métodos numéricos, gráficos y 
analíticos. mediante lenguaje verbal y ma- 
temático. 


5. Analiza las relaciones entre dos o más va- 
riables de un proceso social o natural para 
determinar o estimar su comportamiento. 

8. Interpreta tablas, gráficos, mapas, textos con 

- símbolos matemáticos y científicos. 


Contenidos que aborda la unidad 


Contenidos . шоо” de variación y rapidez de арн instantánea. 
| qm Р conceptuales * Regla general para la derivación (regla de los cuatro pasos). 
ea * Reglas o fórmulas de derivación para funciones algebraicas. 


* Pendiente de la recta tangente a una función en un punto. 
* Regla de la cadena para derivar funciones compuestas. 

* Derivación de funciones implícitas. 

* Derivación de funciones trascendentes. 

+ Derivadas sucesivas. 








, Согыс» * Distinguirá el concepto de derivada de una función, así como su representación 
procedimentales amem d | 2 | me 
* ldentificará diferencias entre los distintos tipos de funciones y como obtener sus 
derivadas en cada caso. 
* Resolverá y argumentará si una función es implícita o explícita. 
Contenidos * Expresará ideas utilizando conceptos de derivación de funciones. 
2 actitudinales * Colaborará con sus compañeros al resolver problemas. 


* Aprenderá a valorar el trabajo de sus compañeros al resolver problemas. 
* Contribuirá con ideas de manera crítica y acciones responsables a la hora de 
trabajar en equipo. 
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Rapidez de variación y rapidez de variación instantánea 


La derivada como razón de cambio 


Existen variadas aplicaciones sobre el conocimiento de razón de cambio. Por ejemplo, los índices de 
reprobación en matemáticas, la tasa de deserción escolar, los costos de producción y la fuerza de los 
vientos huracanados. 

Las razones de cambio se refieren por lo general a cambios respecto al tiempo, pero se puede buscar 
la razón de cambio respecto de cualquier variable relacionada. Por ejemplo, si disparamos un proyectil 
cuya trayectoria se representa por la ecuación y = —0.05x^ + 2x se observa que la razón de cambio de la 
altura y del proyectil aumenta a medida que aumenta su distancia horizontal x. 


(25,18.75) 





Si x — 5 la altura es y — 8.75; si x — 15 la altura del proyectil es y — 18.75; el cociente de diferencias de 
la función y al pasar de x = 5 a x = 15, es: 


Cambio de altura (у) Ay 1875-8275 _ 1 
Cambio de distancia (x) Ax 15-5 


El cociente de diferencias de y al pasar de x — 10 a x — 20, es: 


Ay 20-15 5 
Ax 20-10 10 





i 
2 


Conclusión. Por lo general, se puede calcular el cociente de diferencias de y con respecto de x en un 
intervalo Ax mediante la siguiente regla: 


Sanom = Ay = "Cociente de diferencias" 
Cambioenx Ax 
Si nos interesa la razón de cambio exacta de y para valores particulares de x. Por ejemplo, cuando x = 5, 
¿cuál es la razón de crecimiento de y por cada unidad de incremento en x? 
La razón de cambio de y en un valor concreto de x se denomina razón de cambio instantáneo de y 
con respecto a x, la cual se calcula al hacer Ax — 0. 
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Ejemplo 
Para la ecuación y = —0.05x + 2x se puede elaborar una tabla que contenga los cambios que sufren 


ambas variables, así como el cociente de diferencias a medida que el incremento en x se hace cada 
vez más pequeño, es decir, 









x+ Ax Ay = (x + Ax) — f(x) 


1.45 
0.1495 


0.014995 
0.00149995 
0.00015000 


De la tabla anterior se observa que el cociente de incrementos se aproxima a 1.5 cuando Ax — 0. 


De acuerdo al análisis anterior se puede definir que la razón de cambio instantáneo de y en x se 
representa mediante la siguiente ecuación: 


/'оу=® = lim AY jig LE tA ЛО) 


Axo0 Ах | Ас-0 Ax 


Dicha ecuación es la definición formal de la derivada que puede considerarse como una razón de 
cambio instantáneo de una variable con respecto a otra. 


EJEMPLOS ———— — — —— — — — —— —— ——————e 


"a $ Encuentra el cociente de diferencias de la función f(t) = 31 + 9 entre los dos puntos (1,12) y (2,15), y compara 
5 el cociente de diferencias con la razón de cambio instantáneo de cada punto. 


Solución 
El cociente de diferencias de f(r) al pasar de t = 1 at = 2, es: 


Aff) 15-12 3 , 
Ah 2-1 1 


f An — fi) 


La razón de cambio instantáneo de f(f) en t se determina por: lim A: 
At—0 


— =3 


Ага) 3:-А0)-9-01-9) _ 314341 49-31-9341 _ 
At At At At 





2. Para toda / se tiene: Е =3 у en particular para f = 2: == =3. 


2 ®°-$е lanza una pelota cuya trayectoria se define por la ecuación у = x — 0.024, determina: 
a) La gráfica de la trayectoria. 
b) La distancia horizontal total que recorre la pelota. 


c) Por medio de la simetría de la trayectoria, ¿cuál es el valor de x para que la pelota alcance su máxima 
altura? 
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d) La ecuación que indica la razón de cambio instantáneo de la altura de la pelota respecto al cambio 
horizontal en x — 0, 10, 15, 25, 30, 50. 


е) ¿Cuál es la razón de cambio instantáneo de la altura cuando la pelota alcanza su altura máxima? 
Solución 


a) La representación gráfica de la trayectoria cuya ecuación es: y = x — 0.02x es: 





b) Analizando la gráfica se observa que: 


Cuando x = 0, y = 0, y para x — 50, y = 0, por lo que la distancia horizontal total que recorre la pelota 
es x — 50 unidades. 


c) Con baseen la tabla y gráfica anteriores, se observa que por simetría la trayectoria de la pelota alcanza 
su máxima altura cuando x alcanza un valor de 25 unidades. 


d) Si у= x — 0.02 
f Gcr Ax) = Gc Ax) - 0.02(х + Ax)? 
fx - Ax) — f(x) = x + Ax — 0.02x? — 0.04 xAx — 0.02( Ax? — (x — 0.02) 
= X + Ax — 0.0257 — 0.04xAx — 0.00(Ax)? — x 4-0-0237 
= Ax — 0.04xAx — 0.02 Ax? = Ax(1— 0.04x —0.02Ax) 
fG--Ax)-fQ) _ АХ(1—0.04х—0.02Ах) _ 
Ах Ах 


lim 480) | өрх 00240) —1— 0.04x 
Ax0 Ax 


1—0.04x —0.02Ax 


Para x — 0, se tiene que: 


dy 7 
Ф.ү(0)-1-0040)-1-0-1 
d: f 


Para x — 10, se tiene que: 


> 


= — f'(10) — 1— 0.04(10) — 1— 0.4 = 0.6 


Ё| 
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Para x — 15, se tiene que: 
ау — $15) =1-0.04(15)=1-0.6=04 
Para x — 25, se tiene que: 
D— f'Q5)- 100405) -1-1—0 
Para x — 30, se tiene que: 
A = f'(30) =1—0.04(30) 2 1—1.2 = —0.2 
Para x — 50, se tiene que: 
2 — f80)- 100480) -1—2— 1 


e) La razón de cambio instantáneo cuando la pelota alcanza su máxima altura es x — 25. Por lo tanto, 


ФУ — fQS)-1-00405)—1—1—0 





La derivada como pendiente de una curva 


La pendiente de una recta que pasa por dos puntos cualquiera M(x,.y,) y N(x;.y;) se determina рог: 


Ay y—), 
m= imb 2 —22 A 


Ax s 


La pendiente de una recta es constan- 
te en cualquiera de sus puntos que la 
constituyen, es decir, la recta tiene 
la misma pendiente en M que en N. 





Para una curva que no es recta, la pendiente no es constante en ningún punto de la curva. Es decir, la 
pendiente varía de un punto a otro punto. 


La curva tiene más pronunciada su 
pendiente en el punto N que en el pun- 
to М: por lo tanto, ésta no es constante 
en ningún punto de la curva. 
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Para determinar la pendiente de la curva y — fix) en el punto M, se aplica la definición de recta tan- 
gente a la curva en dicho punto. Al referirnos a la recta tangente a una curva, se entiende que la recta es 
tangente en un punto específico de la curva, sin importar que la recta corte a la curva en algún otro punto. 







у= јо) 
e Recta tangente en M 


Consideremos a continuación la recta secante que pasa por los puntos M y N de la gráfica de 
y = f(x), es decir: 


N(x + Ax, y + Ay) 


tangente 


Si suponemos que el punto N se acerca hacia M sobre la curva, dando lugar a rectas secantes sucesivas 
desde N hasta М, se observa que cuando N se aproxima más y más a M, las rectas secantes tienden a una 
posición límite en la que se encuentra la recta tangente a la curva en М: de lo anterior se deduce que 
la pendiente de la recta tangente es el valor límite de las pendientes de las rectas secantes, cuando 
N tiende a M. 


m 0= lim m 
tangente NM secante 


La pendiente de la recta secante que pasa por M y Nes: 


m Ду Лох) у) 


cuando № — M, entonces, Ах — 0. Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente es: 


M = lim Ау jim LEA- $00 
кас Aro0 AX  Ar-w0 Ax 
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Definición de la pendiente de una curva en un punto 


En un punto de coordenadas (х, f(x)) la pendiente m de la gráfica de y — f(x) es igual a la pendiente de su 
recta tangente en dicho punto y se determina por: 


m= lim AY — lim LEAPS 
Ar>0/AX Ax0 Ax 


Al suponer que el límite existe se aplica el procedimiento denominado regla de los cuatro pasos para 
calcular la pendiente de la tangente a una curva. 


Ejemplos 


1. Si y = f(x), al dar un incremento de Ax a x para la función y también se obtiene un incremento 
Ay, es decir: 


y+ Ay —f(x + Ax) 


2. Para determinar el incremento de la función se restan las expresiones anteriores, es decir: 


ý +Ay=fa+ Ax) 
-ý =- f(x) 
Лу= fGc- Ах) – f(x) 


3. La expresión resultante se divide entre el incremento de la variable independiete Ax para dar lugar a: 


Лу fGct Ao fa) 
Ax Ax 


4. El límite del cociente de diferencias resultante cuando Ax — 0, es por definición, la derivada o la 
pendiente de la tangente a la curva de la función que se expresa por: 


Ax o Ax 


Este límite permite definir a la derivada como un elemento fundamental del cálculo diferencial. 


Derivada de una función 


La derivada de una función de una variable es el límite del cociente del incremento de la función sobre 
el incremento de la variable independiente cuando éste último tiende a cero. Si el límite de este cociente 
existe, se dice que la función es diferenciable o que tiene derivada. 


Notación de la derivada 


Para denotar la derivada de una función f(x), se utiliza el símbolo f'(x). También se puede hacer uso de 


la notación pu , о bien, puede usarse la forma abreviada y” para representar la derivada de la función y. 
x 
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Si 


pecto 


Resu 
a) 
b) 
c) 
d) 


€) 


EJERCICIO 9 


Escribe los números |. 
correspondientes 
Competencias 
genéricas 


disciplinares 


e E: qe gs px 


= 


a una función se le antepone el símbolo E se entiende que dicha función debe derivarse con res- 


a x; la notación Dx se usa en lugar de de Lo anterior determina la siguiente identidad, 


men de simbologías para representar la derivada 
f'G) representa la derivada de f(x). 
p indica la derivada de y con respecto a x. 
y' es una forma abreviada de “т. 


2 [fG0] indica la derivada de f(x) con respecto a x. 


d 
Dx se emplea en lugar de dr 


$ |. Responde con tus propias palabras las siguientes preguntas. 


¿Cómo se puede calcular el cociente de diferencias de una función? 

¿Qué es la razón de cambio instantáneo? 

Escribe la ecuación de la razón de cambio instantáneo de y en x. 

¿Por qué la pendiente de una recta es constante en cualquiera de sus puntos? 

¿Por qué la pendiente de una curva no recta no es constante en cualquiera de sus puntos? 
(Qué se entiende por recta tangente a una curva? 

¿Qué se entiende por recta secante a una curva? 

Define la pendiente de una curva en un punto. 

Define la derivada de una función. 


Describe la notación de la derivada. 


Il. Determina el cociente de diferencias de cada una de las funciones entre los dos puntos dados; com- 
para este cociente de diferencias con la razón de cambio instantáneo de cada punto. 


1. ро) = 5х + 11; (1,16), (2.21) 6. g0)=vVx—1; (1,0), (3,48) 

2. /0)-2х-3:(0-3), [3.0] 7. f()=VP —9; (3,0), (4. /7) 

& fme ДЕ 3) 8. glu) = Vu? —25; (5,0), (6,1) 

4. уо) = 3e +5:(18), 217 A E ВВ 

5. (х) =x —2x + 7; (— 1.8). (1.6) 10. fœ) = х? + 4x; (0,0), (0.1.0.401) 
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Ill. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 


l. Se dispara un proyectil a nivel del suelo con un ángulo de 45°, la ecuación de su trayectoria es: 


2 
у-х-22а) 
Vo 


Siendo la velocidad inicial (у,) en m/s. 


a) Elabora la gráfica de la trayectoria del proyectil. 
b) Determina la coordenada de la abscisa en que el proyectil toca el suelo. 
c) Por simetría indica el valor de x en que el proyectil alcanza su máxima altura. 


d) ¿Cuál es la razón del cambio instantáneo de la altura cuando el proyectil se encuentra a su 
máxima altura? 


2. Dada f(x) = —0.009x^ + x, calcula la razón de cambio f(x) respecto de x cuando x = 10 y cuando 
Х--50. 


3. Un cohete se lanza verticalmente hacia arriba y está a s metros sobre el suelo después de t segundos 
de ser encendido, donde s = 5601 — 162 (considera la dirección positiva hacia arriba), encuentra: 


a) La velocidad del cohete a los 2 segundos después del encendido. 
b) ¿Cuánto tiempo tarda en alcanzar su altura máxima? 


(8) Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» « +. ....... "C" " 


Regla general para la derivación (regla de los cuatro pasos) 


Como la pendiente de la recta tangente a la gráfica de una función y la derivada de una función se definen 
por el mismo límite, se puede calcular la derivada o coeficiente diferencial por la regla de los cuatro pasos, 
la cual se denomina regla general para la derivación y comprende los siguientes pasos: 


1. En la función dada y = f(x), se sustituye x por (x + Ax) y se determina el nuevo valor de la función 
(y + Ay). 


2. Se obtiene el incremento de la función (Ay) mediante la resta del valor de la función f(x) al nuevo 
valor de la función f(s + Ax). 


3. El incremento de la función (Ay). se divide entre el incremento de la variable independiente ( Ax). 


4. Se determina el límite de esta razón cuando el incremento de la variable independiente tiende a cero 
(Ax — 0); el límite resultante es la derivada de la función dada. 


EJEMPLOS —— — — — — — — — — — — —. 


-9 
Е meen la derivada de la función у — x^ + 3. 


Si у-х!-3 
- y Ay — (x Ax? +3 | Primer paso 
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#+Лу= (х +2xAr+ (Ax)? + Д 
-ý A | Segundo paso 
722 WENA 
Ay = Ax(2x + Ax) 


Ay JAÉQxtAX) ^. Ax | Тегсег разо 
Ах 
‚_ Лу 
lim —=2х+0=2х | Cuarto paso 
Ax0 Ах 
dy 
2=92 
>” 
2 0»-Encuentra la derivada de la función у = 22° — 3x + 9. 
Si y-2x!—3x49 
y Ay — 2(x + Ах) — Xx 4- Ax) +9 | Primer paso 


y Ay —2p8 3x2 Ax + 3x( Ax? + (Ax ] - 3x  3Ax 4-9 


f Ny — 237 +6х?Ах + 6x (Ax) + 2(Ах)) — 3€ — 3Ax + Y 
"ra Segundo paso 
Ay = 6x? Axr + 6х(Ах)? — 2(Ах)% — 3Ax 
Ay = Ax[63? +6xAx + Ax? — 3] 


2 - 
Ay _ Аб (бх? +6хАх MA? 3]. 6s +6xAx+ (Ax) -3 Tercer paso 


Ax АХ 
lim Ру _ 6x? + 6x(0)+ 20? —3— 6x? —3 | Cuarto paso 
| Ах-›0 Ax 
| 
| 5, 38 6х2-3 
dx 
*: Encuentra la derivada de la función y = —. 
х 
: 4 
Si хэ т 
у--Ду-- "A m Primer paso 
070 (A+ AX? 
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4 
Дду-----т 
ў +27 (х+ Ах) 
24 
-ý нв. 
QQ Segundo paso 
ду-----т--т 
IEA х 


_ Ax! A(x + Ax? 42 - 4x” —8xAx —A(Axy — —Ax(8x -- AAx) 


х?(х+ Ax? x*(x- 4 Ax? х?(х+ Ах)? 











Лу _ —AÀAK(8x--4Ax) _ —(8х+4(А\х)) Tercer 
Ах AKAA] (кАк) m 
Ay -148х-4(0| -(8х) -8х 8 
——  _P.n—noaem шшс-г-гтг-0шш —— € 
дэл: (+0? хоу Y Я | — 
dy 8 
dx x3 
4 9*:Encuentra la derivada de la función и = Я 
4+2 
5 
Si шин 
i 4+? 
— — Primer 
AG AVE — 
5 
fail UE 
af sn 5 
2 
" E 5 Segundo paso 
С 4+(у+Лу? 4+? 
_-5(4+у?)—5[4-+(у-+ Av?] 20+ 522 —5[4 +v? + 2vAv+(Av)?] 
(4 + v2)14 + (v+ Av? ] (4 + v2)14+(v+ Av? | 
еи 20 + 5vf — 20 — 547 —10vAv?—S(Av? —Av(l0v+5Av) 
(44 v2)14+(v4 Av] (44 v2)144(v+ Av] 
Au —— —AÀSü0v-S5(Av) ___ (0v 5A) Tél qb 
Av  Av(4+v?3)4+(v+ Av? ] аа, 
толу (+20400 00] vd» oy E 
є Шш... 10у _ 
"dv (4-0) 
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5 e*-Encuentra la derivada de la función —-—] 
diy. t4 
(х+ Ах) +2 | 
Ду Ргітег раѕо 
УЗУ аъдо) | Р 
(х+ Ах)+2 
+Ау==——— 
4 , (х+ Ax) 
-ý = = _ Segundo paso 
_ (+ Ax)+2 х-2 
00 (AX) x 
ду Ж®+А®+2]-(х+АхХх+2) а БХД x — 2€ Ax 2A 
i x(x + Ax) x(x+ Ax) 
ду. Ax _ цэнэ тг Tercer paso 
Ar AfIMa+An] | х(х--Ах) 
e Ay 2 2 
lim xo == Cuart 
Ax 0 Ax x(x4- 0) х? | uarto paso 
d__2 
dx х? 


6 **-Encuentra la derivada de la función y = (a — bx)". 


Si — y—(a—bxP = a? —3a?bx + 3ab? x? — b?x? 
y + Ay — a? — 3a?b(x + Ax) + 3ab? (x + Ах)? — b? (x + Ах)? } Primer paso 
у+ Ay = а? — 3a? bx — 3a? b Ax + 3ab? х! + 2xAx (Ах)? ] Б + 332 Ax 3x(Axy? + (Ax)*] 
| É+Ay= и — 3а?Бх — За?БАх + Sal? XT + Gab? xAx + 3ab? (Ах) — БУХ — 3b°x? Ах 
— 3b? x(Axy. — b (Axy 





Segundo paso 
A — A + За — Зар + px 
Ду---За bx + 6ab? xAx + 3ab? (Ax)! — 3bà? Ax — 3ЬЭх( Ах)? — b(Ax? 
Ау _ A[-3a'b + Gab^x + Заб? Ax — ЗЬ°х? — 3bxAx PAN] | T 
Ах | АХ ercer paso 
lim x = —3a?b + 6ab? x + 3ab? (0) — 3bx? — 3b?x(0) — b? (0 | Cuarto paso 
Ax->0 


lim E Gall 5 
лх-э0 Ах 


> 


— — —3a?b 4- 6ab? x — 3b? x? 


>] 
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7 өе-Епсисшга la derivada de la función y = Vx. 
Si y=W3x 
yc Ay — Mx Ax) | Primer paso 
Ж Ay — \/5(х + Ax) 
= $ --М5х Segundo paso 


Ay = \/5(х+ Ax) —V5x 


— „= М(х + Ах) + У5х 
| 450с4-4х)---45х 


Sa-FAx)-5x —— 5X4 SAx— 5f 


I= atA Јл) а J5x 





| Proceso de racionalización 


Ay x _ Tercer paso 
Ax ДАХ(/5(х+ Ах) + Sx 
Ay 5 5 
lim =- Cuarto 
aro Ar /5(х+0)+/5х 24/5х | ны 
24у 5 
“ах 245х 
B өе-Епсиешга la derivada de la función s = VI- £^. 
Si s=y1-P 
s+As=y1-(1+ Ar | Primer paso 
/+Аз=,]1—(@+ Агу 
E ME: _____ Segundo paso 
Ах-41-04448-41-0 


АЙ = (t+ А? + - 


_1-@+Мм?—@—) Д —2IAL- (ND „4+ 


E rA ER 1 (14 Ar + у1—1? 


_ 11 0 —@+Лг)? 3 
B i й шини инн Еки аы (+ Аг) +у1—ї | Proceso de racionalización 
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As Аї(—21— At) Е —21—At men 
Ar Ad (a+ А 41-7) J1- AD +102 
E. 2200 : Cuarto paso 
At Д0 —@+0)? + 4S Z4 + 1-2 /-8 
ds E 
di 1—12 
9 es-Encuentra la derivada de la función у = 72 
ах 
: 1 
е FE 
1 
+ Ay = == Prime: 
YT TAS | nen 
^o ax Ax) 
1 
-yý == Segundo paso 
ds. q. 
У ха АХ) dax 
Ay= de Уша + А) Ч ар Мах + а(х + Ax) 23 Proceso de 
Ja Јах Ad Ja(x + Ax Jar Ja Ax). Мах + Ax р ува + Ja(x 4- Ax racionalización 








ax — a(x 4- Ax) A — af — d Nx) 
© ax da(x + Ax ) + Jaxa(x + Ax) Er a(x 4- Ax) + ах ax(x + Dx)| 


Ay 
— mm Tercer paso 

Ax Ax fac uA | xya(x+ TETE ETE ах(х+ Ax z | E 
Ay — l — 0" | Cuarto 
Ax xJa(x4- 0) + Jax(x + 0) 2х\/ах айн 

B cL 

dx — 2хУах 
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ka 
! 
ТО өе-Епсиешга la derivada de la función у = х2. 
1 
І 
ду ага } Primer paso 
1 
Ж + Лу =(х+ Ar 
-ý = ад Segundo paso 
08 
Ay=(x+A0)3 —13 
! ! 2 1 П 2 
Ay — [CAD — [064403 415004403443 Proceso de 
| ! (x+ Ax + E (x+ Ary ж 33 racionalización 








2 1 1 2 
(х + Ax)3 +х3(х + Ах) 4103 


Ay РЭ 2871 Е 1 | 
яарч! Юн ай ыл Е: 5а EA Tercer paso 
Ala + дуз + х3(х + Ax) +l (x+ Ах)? +34 Ax) + 13 
:а Ay 1 1 1 
Рао мир: ЖЕР 103 МЫП ЖИН ЖЕ ый: | Cuarto paso 
(х+0)3 +x3(34+0)34+x3 x34x34x3 3x3 


e 


E 
2 
3x3 





EJERCICIO 10 
cr |. Aplicando la regla general para la derivación, determina la derivada de las siguientes funciones. 
E 1. у-8х-5 3. y-2r 
Pc. 2. y=a+bx 4. у=? —3x 


disciplinares 
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: 5. y=ax 25. 
: 6. y-2x- 70 
: 7. y2 33 4 5x1 26. 
: 8. s—2f +48 — 3t 
. 27. 
: 9. u—my' 
: 10. S=6-31+P 28. 
: 1. у= 
$ x+a 29. 
: x? +4 
: 12. у= 
ә ` 2 
1 30. 
13. y xti 
x 
а, yin » 
| - 22. 
is ж 2x 4-5 
= е 1--х 33. 
"e FE 3. 
— w 
17. PU 3s. 
18. u жыз ка 
у? +9 36. 
19. y=(m+nxY 
20. у-х(2-х) 37. 
21. у-(5-х)2-3х) 
22. s—- (0 4 xy 38. 
2 
A ye a+ bx 39. 
х 
4-2 
24. у- 2 40. 
х 

















O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» + + sess... 
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y=yx-5 

у-414-3х2 

„13. 

Ух 

у= 42+ 5х 

4: 1 

= We 
1 

y= 
2х-/х 

| а 

28 

у= (1+ 23? 
1 

yv=== 

"o X45x 

у= ах 

4: 1 

53-33 
х?-=а? 

y х2 4а 

‚_ Ja xt 

Hu – 
1 

у= з= 
2-3 

y = — 
Ж-- 

y = 2x(a? — х2) 
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Reglas o fórmulas de derivación para funciones algebraicas 


La regla general para derivación (regla de los cuatro pasos) es fundamental, puesto que se calcula direc- 
tamente de la definición de derivada como límite. El procedimiento para aplicar esta regla es laborioso 
y tedioso, por consiguiente, se han deducido de la regla general formas especiales que simplifican la 
derivación, las cuales llamaremos fórmulas fundamentales de derivación. 


Fórmulas fundamentales de derivación 
1. La derivada de una constante es cero. 
d(c) 


ЭУ... б 
ах 


Demostración: Si у = с; por la definición de límite. tenemos que: 


4c » n m 74-70) un SE s lnc 
: s 0 Ax Axo0 AX А-0 
dí) 
dx 
2. La derivada de una variable con respecto a sí misma es la unidad. 
а(х) _ ЕР 
dx 
Demostración: Si y — x: por la regla general, tenemos que: 
y+Ay=x+Ar 
A+ Ay=x+4 Ax 
24 РА xcd 
Ay — Ax 
ду. АХ —1 Вт 271 
Ах А Ax 
d(x) 1 
dx 


3. La derivada de la suma algebraica de un número finito л de funciones, es igual a la suma algebraica 
de las derivadas de las funciones. 


Flu up E Р we 
dx dx dx 


Demostración: Si y =u + v — w; por la regla general, tenemos que: 
у + Ay = (и + Au) 4- Gr + Av) — (и + Aw) 
Ж +Лу= И +Аи+ 4 +Ду– ж — Aw 
-ý BA 
Ay — Au + Av — Aw 
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Ay Au, Av Аж 
Ax Ax Ах Ax 

: Ау „Ани, ш Ай „_ Ду Al aplicar las propiedades 

lim —= lim — + lim —— lim — | 

А-0 Ах Axo0 Ах Aro Ar АЛХ de los límites, resulta: 
dy du de dv 
dx dx dx dx 
dx dx dx dx 


4. La derivada del producto de una constante por una función es igual al producto de la constante por la 
derivada de la función. 


d dv 
— (cv) —c— 
dx dx 


Demostración: Si y — cv; por la regla general, tenemos que: 
y + Ay =c(v+ Av) 


Ж +Ду= eh +cAv 


б =ø 


Ay = сЛу 
ду cAv 
Ax Ах 
x Dr asis Ау Al aplicar las propiedades 
lim — = c lim — z 
Ax Ах-э0 de los límites, resulta: 
dy йу а dv 
OE SQ (су) = c— 
dx dx dx dx 


5. La derivada de un producto de dos funciones es igual al producto de la primera función por la derivada 
de la segunda, más el producto de la segunda por la derivada de la primera función. 


Demostración: Si y — uv; por la regla general. tenemos que: 


y + Ay = (и + Au)(u + Av) 
Ж Ay — иб +uAv+ vAu + AuAv 
LANES. 


Ay =uAv+ vAu + AuAv 
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Ax Ах Ах Ax 


lim Ау _ lim PAN lim “эв DE ¡ ¿e 
Ах-0 Ах Aro Ах aro Ax Av Ax 


Ay _ uAY | vAu + AuAv 


El límite del producto ла с cero, de tal forma que al evaluar los demás límites, se obtiene: 


dy ду, 
dx ах ах 


6. La derivada de la potencia de una función de exponente constante es igual al producto del exponente 
por la función elevada a un exponente disminuido en una unidad y por la derivada de la función. 


4 (yn) = пу"! de 
dx dx 


6a. Cuando v — x, la fórmula anterior se transforma en: Lo )= nx"-! 


Demostración: Si y = х"; por la regla general, tenemos que: 


у+ Ау = (х + Ах)" (n es un número entero positivo) 


n(n — l)x^- 


2 
Р + Лу= xf +n" Axr 2 (Ах)? +..+(Axy 


F al 
un n-2 
Aj= ma way +. (Axe 


aa Ania? | 
Ay ДАХ |nx^-! + 2 (Ax) +... +(Ах)" 


Ах 


Al aplicar las propiedades 


n(n—-1)x" 2 
de los límites, resulta: 


lim — = пх"! + (0) 4-...- (0)! = пх"! 


d 
— — рҳп-! -25 (x^)— пі 
nx x")—nx 


7. La derivada de un cociente de funciones es igual al producto del denominador por la derivada del nume- 
rador, menos el producto del numerador por la derivada del denominador, todo dividido entre el cuadrado 


del denominador. 
y dv 
<f”) _ dx dx 
аху y? 
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zx : u 
Demostración: Si y = —; por la regla general, tenemos que: 
v 











u + Au 
I= ipis 
u + Au 
Po у; 
-ý -—— 
y 
y + Au_u 
v+Av y 
Ay YA) ulv + Av) ий +vAu— и -ийу 
: v(v+ Av) v(v + Av) 
vAu —uAv 
Ay _ у(у+Лу)  vAu—uAv 
Ax Ax - Axy(v + Av) 
vAu —uAv Au Av 
Ay Ax "Ax “Ax 


Ax | Akv v+ Av) (00 v(v4 Ду) 
АХ 


lim Vom lim v. Al ар : 
lim Лу доо Лх ло Ar l aplicar las propiedades 
Ах-›0 Ax Ша уа) de los límites, resulta: 
du dv du dv 
dy "ur е | £(1)-a as 
dx y? U dxlw) | y? 


7a. La derivada del cociente de una función dividida entre una constante es igual a la derivada de la 
función dividida entre la constante. 


di 
25 Eor E 
ахїс с сах 
Demostración: Si у = =; por la regla general, tenemos que: 
c 


y+Ay= 


Au 
fray ў +24 


и+ Au 
с 
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Ay Au 
Ax cAx 
lim Ду y "| ја -E ] tim 24 lim Al aplicar las propiedades 
Ax БА da 0 Ах-э0 Ах de los límites, resulta: 
- = y HE “ag 
(Јах "U dxlc) (сах 


7b. La derivada del cociente de una constante dividida entre una función es igual a menos el producto 
de la constante dividida entre la función al cuadrado, todo por la derivada de la función. 


alala 


5 - c 
Demostración: Si y — —; por la regla general, tenemos que: 
u 





y + Ay= 
> ~ 4d Au 
c 
+ Ay =—— 
2 » u + Au 
й 
и 
NE E 
^o и+Аш и 
| cu-c(u-- Au) gú — ей — ciu 
—— auc Au) | u(ud Au) 
—cu 
Ay _ u(u+ Au) | -cAu 
Ax Ax Axu(u + Au) 
—cAu Au 
Ay Ac “Ах 
Ах Axu(uc Au) и(и+ Au) 
Ax 
: и 
Ay c lim — 
lim == A Al aplicar las propiedades de los límites, resulta: 
Ar-0 Ax PARA 
98-45 . 4 1) 5) 
ах (и? )ах dela) 1ш? Јах 


8. La derivada de la raíz enésima de una función es igual al cociente de la derivada de la función dividida 
entre el producto del índice de la raíz enésima por la función elevada al cociente del índice disminuido 
en una unidad y dividido entre el mismo índice. 
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1 

Demostración: Si у = Уу = v; por la regla general, tenemos que: 

1 

yd Ay = (v 4- Av) 

1(1 | 2 
І -i--1]v* І 

f +Ау= Yt lys (ay) т\т (Av. +...+(Av)a 
] 


LA 


Y) 
1 E) pores ! 
Ay= lys (Ay) 4258 — (Ay LE AY) 


1 (1 24 
TENE d ei 
Pd + 3 (Av)+... + (Лу) 











Ay Av 
Ax Ax 
11. Jr? 
Av|. vs Cau Dou +(Av)a ; 
Ay > > ж 
Ax Ax 


EN 


Al aplicar las propiedades 

















A А 1 1 
Jim E = m Lys 35 7 (Av)+...+(Avja * de los límites, resulta: 
dy dv dv dv 
dy dvl n dx —— dx . d nl.) dx 
dx dxn' x m T E (Wv)= n-l 
лун ny n Hy ^ 


Aplicando las fórmulas fundamentales, calcular la 
derivada de diversas funciones algebraicas 


En los siguientes ejemplos se presentan diferentes modelos matemáticos, los cuales se desarrollan paso a 
paso con el fin de que el estudiante tenga una mayor comprensión y entendimiento del proceso; también 
se recomienda el uso y manejo de formularios, mientras se logra la memorización de las mismas. Por 
último, se indica que en la mayor parte de los problemas de los ejemplos se hace uso de las operaciones 
algebraicas fundamentales, productos notables, leyes de los exponentes y radicales en forma explícita con 
el propósito de que el estudiante adquiera habilidad y destreza en el manejo de dichos conocimientos. 
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a 





Encuentra la derivada de las siguientes funciones. 


у= 2+7 2. y «2x + 4х 
dy y 48940) dy 2 H8 олу 
amy ERR Y = ¿+ тах) 
y =3 +0 ‚24 (5 цаа 
uy =I Pu tam 


у--2(2х2-1)--4(х1:1) 
. y =4x+4=4(x+1) 
(з= 


үес 
dy _ 5-2 нь. 1y 13-9 y- 3-2 
=т= х ]- (3-x^) 43-32) 


FS _y [El ——(y2 
у = 1(3- x?)$ Lo ©) 


r- = 7(3— х?)6(0—2х?-!) = 7(3- x26 2x) 
! — —14х(3— 12) 





c-r AIR | Pasando de la forma radical a la forma exponencial. 


2 ly =й. ayl- Тог а Le a?) 
y=40 а) 350) 
gl au os E aeo 

(52-а2) 2 2(52-а2) 


y- 2x - x 


* Este problema se puede resolver directamente por la fórmula nümero 8. 


у=ух?-а? 
4 4 4 
AAA 202-07) 
dx dx 


2-1 1 
2(х5--а45)3) (2-ay 


гж wu 
EU. =. AR -а! 42-а? 


у= 3х?/2х-1 
d y dise c1) w dci) Jai лаа) 
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4 (2 е: 
y = Зх? er -2х-1 3202) 
2(2х-1) 2 
4; 99 - 4, 0 
y-3ax дез д, J2x -1[3(2x?- "| 
2(2х-1) 
E rOn +V [32] 
daai E =i 








y =3x Б! 6x/2x-—1 


, 3x? 3x2 -+(/2х —1)(6х/2х—1) 
F6x42x 1 — нше 2 12 22922001 

42х-1 42х-1 

y- 3x? + 6х(2х—1) _ 3x? +12x? -6x _ 15x? -6x 

2Х:41 J2x-1 2Х-1 





= 
! 














441? 
6. Iz 
a 4—0 
dy , Мх 4 (44x)- ANTE xi) 
—— = у = юш - A 
a (J4— x 2) 
4 
44-2) 
Ju [d+ 4.«7]- (4412) dx 
X4- xy 
y- (4-17) 
d d 
| (6-2) 
1 V4-x* (94-2311) - (4 4 x2)| d — dx — 
2(4 х2)2 
y- (4-32) 
JA-x x) - (4439-267 
no 244- x? 
T (4-33) 
s 2% x(4 4- x2) 
i 2x44— 3? - (4x (rra E FORO 
i (4-22) i (4-х2) 
(/4-х23(2х44-32) 4 1(44 12) 
у 44-х2 
-— (4- x2) 
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2х(4-х2)--х(4--х2) 
"- М4 x? Aplicando el método de multiplicar extremo por 
ын (4-х2) extremo y medio por medio ( ley del sándwich) 


1 
‚_ 8х—2х%+4х+х% 121 


(4—-х2)/4—х2 _ (4-х29 


чи 


7. у--49-х2 
ай d _d 2 
a —(9-—x*) d (9) i (x*) 


3—1 2 
З(9-х2) 3 3(9-х2)3 





Q-a) (2+ а)—(2 + ах?)-#_ (2-а?) 


фу 
dx Q-a F 


и @-а‹®)|4 о)+ 3 a) - О +ах®)| 4 0 — Lar) 


y Q-ar?y 


2 d 2 2 d 2 
(2— ax fotata |-@+ах 0-а ) 
Q-axcy 
"E (2- ах?)|а(2х?-!)]— (2+ ax? )|-a(2x? —1)] 

u (2- ac! y 
ı_ Q- ac )Qax)- Q + ax? )-2ax) 
у= Q—ax?) 


y Дах 24! +4ах+ 24% Вах 
Е (2 ах? } 0-а?) 


1 
_ ЇН2х, 42 
—NI-2x 7 


(1— 21)? 


y 


y 


9. 


2 


1-2х 4 42x 4420 2 (1—2) 
(1292 2,0--2х)2-401--232-1:0--2х) 


RIS 


— 


la -2х) | 


117 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 9/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


3 UNIDAD 


CÁLCULO DIFERENCIAL 


















































0-25х8| 14425574 0253-01-23 ll a-297* 40-23) 
ў 2 dx “12 ах 
- (1—2x) 

(1-233 5421) 32 (+ 4 оху]- а+2х?|1(1—2ху #4 пу—4 Qs) 
" dx 2 P "adi ^ 
1-20 

1 1 

@—2х)? нери] сан T S 2-4 (ху 
: 2(1+2х)? 2(1—2х)? 

y 828 
I 

a-a _(@+2ху[—! гй 

y Z4 2x 2(1—2х)? 
3 (1— 2x) 
П 1 1 1 1 1 

(1-27, (2x3 — (127120)? + (1420) (1420) 

1 1 1 І 
y 0+2) (1-29 _ (12-220? (1-21)? 
== (1— 2х) Е (1— 2х) 
i 
y (1I-2x0g-(12220 __ L+ 
= т E f. uda MET 

свака a-a: MARA 
ts a  _ _ 

0-20 1-42 

1 
10.5: = чиг эн 








3 2 
d s (e 28-1 1)- V27 P LO Ds луу .4228-1 
f iam aub. M cS 





dic Ё г 
| j 
| 1 099-40| n E FA po авч 
нэ 428 -1 
| 2013-1) _ гоз 1)? 
5 тр 2 
12631) эн 
1 
j- I 5 (213-1)428-1 
5 2274 яа oe 
38 — (213 -VIP -1 
1 
dE (213 —1)2 .38-402-41) 3Р-22-1 
= 2 ан L ^ A 
T 12(243 — 1)? 124212 —1 
d 3-1 
P428 -1 
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UNIDAD 3 
a 
Él 0. 
| J2x 
gO (435) 
A A J- a o 2 522 
& s 2x) жуз | (2x) Ф 
d(x) d d 
pa dat ER 
d 1 = 1 
fas Aloy] Y “| дох 
1 x(1)-1 х-1 
-E xx xA х\2х 
12. u= (v +a} v? +a 
Өв оа T ka) Fa она?) 
2 
u' = (v- ay Яг И NY? +а|2(у+а) ожо 
2 +0) 7 2 
AO 
и'=(у+а)? de de FEY? ғазо Sot) 
iira 
и ЕССЕ ‚|+ ca [6 --axt--0) 
u'=(v+aY ri +yv? +a[2(v +a)] 
Жуу? +a 
уу +a? A pe EEE неа ca 
ата" Jv? +a 
u’ +2ау? +а?у + Uy +alv? +a) v! +2ау? +а'?у+ 2v? 4 2av4 2av* 4247 
Jv? +a Jv? +a 
u’ 35 Aav* + а?у  2av 2a 
Jv? +а 
13. у= 4/2тх 
а а 
(2mx) A (x) 
dy t d dx dx m 
dx 4 Жо 


Сото у--42тх, entonces, y = - 
y 
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2 9€* Determina el valor de la derivada para el valor dado de la variable. 


























_y1+2x 1 
. у= 2:45 cuando x = 2. 
E Qxe5) 7 (Jr 2x)- VIF 4 2х+5) 
ik > o a MP 
4 (4.23) 
(22:55) E a гост: O) 
dx 
4. 201--2х) 2 
? (2х +5)? 
а ау+ (ох) 
ap aii Tr 20040| 
A 2(1+2x)? 
мэ (2х + 5)? 
0-2) 2 
(2x4- 5) -41--2х(2) ЛЫГ -2,1--2х 
3 XV Z4 2x 
: (2х+ 5)? (2x4- 5? 
(2х+5) 2/1+42x | Qx5)- A1 2x QE 2x) 
y У1+2х NEN J1+2x 
: (2х + 5)? (2x + 5)? 
1 
‚ 2х+5—2(1+2х) 2х-5-2-4х 3-2х 


Qx-5y4ia2x (2х-58.Л-2х (2х-59-/1-2х 


Cuando x= > tenemos que: 


| І 
| 3-2 3-1 2 


еер ER зас de 
2 2 


N 


8—x 





2. у- 1 cuando x — 2. 
tese aee ae 





A enin раа, 
4 ar 248 x? 
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Cuando x= 2, tenemos que: 
, 2 2 2 1 





ARBO} 448-4 40) 4 






































3. у= аы gti. 
Ax+1 
1 
$12 
ГЭХ. Ја 
(Ax? 
24 5 : 5 T ы : 
4х--12-51(5х-1) -(5х-12--(4х-1 
dy. CRF ш ) SELF 
ах C 1р 
(жез) 
1 3 1 4 
2 гд xP ID) -(5х-1) IR d xen) 
: (4x+1) 
11 ifd d | 311 ifd d 
4х+1)2 1 (5х1) ?|-—(55— — (D|- (65x—1? |2(4x- 1) 2|-- 54 
2 бате) [Es 4 U (5х-41) 2659 (eoo 
T (4х +1) 
і і 
arma 154 00-0) х ! 82000 
у... 2(5х—1)? 2(4х +1)? 
к= (4х +1) 
1 1 d Ж 4 1 
S(4x1? 4(5х-1) (Ax M sexi] - x [sx] 
1 1 1 1 
ra X5x—1? 2(4х-12 — 2(5x 12 (4x -- 1? 
— (4x 4-1) = (4х +1) 
І 
y 4x £D -46x- 10) DO +5—20ӨХ 44 — 9 


П A T 32155-1Н4Х318 
ахал x+] AA  2NOr- DG D 
Cuando x — 2, tenemos que: 


, 9 


9 9 9 
2150) 140) +1] 2409x729) 246561 2081) 18 
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3 UNIDAD 
САСО DIFERENCIAL 
EJERCICIO 11 
, 1, En equipo, encuentren la derivada de las siguientes funciones y en plenaria discutan sus resultados. 
. " 4 X 
A ree 1. y=3 +20 — 7х+2 18. у= трут: 
Compienciós 2. y—ax — bX 4 cx 
genéricas l—ax 
3 r 5x? se 19. y= La 
Competencias + Ээ = 8УХА 
4 5 5125 
2 . y = -= Lx 
. 42ах 
й 3/ : 
s 5. у= (2 ay 21. = ша... 
5 41--2х 
6. y-432-2 22. у-2х32/2-х 
: X у--(5х7 +1) Bx +2 23. у-(2х)/5-2х 
* : 142 24. y-Qx- 5)02 + 1) 
й . у= 
: 1 гаж i34 
я 25. у-18225 
5 9 y= [1-2 à а? 4x 
; х х? 26 y 2-4 
. "o SU 2 
: 10. у= +3 куа 
: 1 
. 27. y=— 
: 11. E мын 
3 а 2х 
: 28. у-х 1-1 
: 12. у-48-16х чаг" 
. у= Һа 
B y- 1 - ES EA 
: — 30. s=P-4t+3 
. 2 
: 14. (4-2) 31. у (3х 42? 042—1) 
. Ж 
5 y? 
: 15. у=х?/рх+а 3. у= 4 y 
: а+х 341 
. 16. ЭР ЧЕ 
: а-х = x43 
1—12 ! 
: ЇЙ y" : 5 34 y= 321 
122 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


4/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 3 
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35. у-хуа!-х 38. y=Wvx(1-x) 


3 ! 
36. у= 2х +4х + 39. у= 

















: Ух 
: мх +1 
, ш di 20 
: Il. Determina el valor de la derivada para el valor dado de la variable. 
1, у= 2x + 2x, cuando x = 2 9. у= 1 ‚ cuando x = 1 
үи (ON 
2 у- 4X cuandox=3 2 
х 10. u=3u u2 2) cuando u -2 
и 
10-х2 
3. = E do x= —3 
? 2-5 ii 11. 23 tos? 
512 5 
4. y=(é—2x), cuando x = 4 
> 1 1 1 
1 12. у=—=+-—у;+-у,сиапдфох=4 
5 у=-————=сиапйох=1 Vx x! x 
454 x? 


1 13. y= xvx, cuando x = 4 
6. s—5—-——.cuando t = 2 


207 4 
7. u=3w cuando v= 2 14. A дӨжгэ2 
4 
8. s——— +38 - 21, cuando t = 1 15. y ARE ЇР" — 
v+4 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. + « s ess «eee s н 
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Pendiente de la recta tangente a una función en un punto 


Definición de tangente a una curva en un punto 

Sea una recta secante que pase por los puntos Р(х,у) y O(x + Ax.y + Ay) de la curva у = f(x); si el 
punto О se aproxima indefinidamente a Р, la secante se acerca a la posición de la recta tangente a la 
curva en el punto P. 





De lo anterior, la tangente a una curva en un punto se define como el límite de las posiciones de una 
recta secante, cuando uno de los puntos de intersección se acerca indefinidamente al otro. 


Interpretación geométrica de la derivada 


Con base en la figura anterior se tiene la curva, que se representa por la función y — f(x). el punto P(x.y) 
de dicha curva; el ángulo 0 que es la inclinación de la tangente en P: el ángulo o que es la inclinación de 
la secante que pasa por los puntos P y Q de la curva. 

Por definición, tenemos que la pendiente de la secante está dada por: 


|> 


у 


РО— 


= Mao 


4 


La función tangente se define para o como la razón del cateto opuesto entre el cateto adyacente, es decir: 


opuesto Лу 
ar = —2———==-——= 8. 
adyacente Ах 


El punto Р(х,у) es fijo en la curva, el punto O(x+ Ax.y + Ay) es móvil. Así, cuando О se acerca cada 
vez más a Р, es decir, Ax — 0 se tiene que: 


. Ду ‚ 
lim A as lim tana = tan 0 
AXO Âx — Ax0 


Lo anterior se define como la pendiente de la tangente a la curva y — f(x) en el punto P, es decir, 
m= tan 0 
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Por definición de derivada, resulta: 
Р dy 
f m — tan 


El valor de la derivada de una función en un punto Р(х,у) se representa geométricamente por la pendiente 
de la tangente a la curva en ese punto. 

Este estudio sobre las tangentes condujo a Gottfried Wilhelm Leibniz al descubrimiento del cálculo 
diferencial. 


EJEMPLOS ——— — — — — — ———————————5s 





*Encuentra la pendiente y la inclinación de la tangente para las siguientes curvas en el punto cuya abscisa se 
indica; verifica el resultado trazando la gráfica correspondiente. 


1. Dado que y = х? — 6x + 3, derivando se tiene: 


dy , d d d 
dx y dx ) dx P 4 
, d 0 — arctan m 
o O 4. 
y = 6-00 0 — arctan( —2) 
y =2x-6 0 = — 63? 26'5" 
Como x — 2, se tiene: " 179° 59/60” 
у! =т= 2(2) эй —63°26/5” 
т--2 | Pendiente <. 0=116%33'55" | Ángulo de inclinación 


Para graficar recuerda que es necesario elaborar una tabla para obtener los puntos que se ubicarán en el 
plano cartesiano. 


y-x-6x43 van 






0 = 11673355" 
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2. Dado que у= а. . derivando se tiene: 
х-2 








ов ааа EN 
dx  ахх-2)  (x42Y dx — («x42»|dx «x 
WEM NU 
(х-+2)? 


Como x — 4, se tiene: 


179? 59/60” 
0 = arctan (—0.222) E а ш 
—12°31/43 
0——123I43 >. 0=167%28'17" 


Se elabora una tabla y se realiza la gráfica respectiva de la función y = > 
х 





= 167° 28'17" 
х 
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2 өе. Determina la ecuación de la recta tangente a las siguientes curvas en el punto dado; construye la gráfica 
correspondiente. 


1. y— x; Р(9,3). 


Derivando se tiene: 


d 29 1 
” 4 A > <A A 
у= zm (Vx)= EI = 25 
En el punto P(9,3) la pendiente de la tangente está dada por 
Pa EI 
2/9 6 


La ecuación de la recta se determina por la siguiente fórmula: 


у-у = m(x—x,) 
1 
—3=-=(x—9 
y ¿e ) 
бу-18-х-9 


х-бу-9-(18-0 


x—6y+9=80 | Ecuación de la tangente. 


Para realizar la gráfica correspondiente de y = Vx se tiene: 





х 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
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1 1 
2. у=—;Р|—,4|. 
y х f | 
Derivando la función se tiene: 

удао) 1 
0 ак x 


La pendiente de la tangente en el punto ) а) está dada рог: 


Jus Le 4 


1 — 
Ip» 1 
G) а 


у—у,=т(х—х) 





1 
-4=-16| ыг 
y х 


у-4--16х-4 
16x+y-4-4=0 


l6x4+ y-8=0 | Ecuación de la tangente. 


Para realizar la gráfica correspondiente de y = 1 se tiene. 
х 





0 
4 
4 
1 
2 
3 
4 
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3 0+-En las siguientes curvas, encuentra los puntos de tangencia, la ecuación de la recta tangente que sea paralela 
a las rectas dadas y construye su respectiva gráfica. 


1. y — х; recta paralela Зх — y + 1 — 0 
y) 353 eo y=m=3x 
"dx = 


Cuando dos rectas son paralelas sus pendientes son iguales. Para encontrar el valor de la pendiente de 
una recta con la forma Ax + By + C — 0 se utiliza la siguiente fórmula: 


A Fórmula para determinar la pendiente de la 
ecuación de la recta en su forma general. 


Entonces, para Зх — y + 1 = 0, se tiene: 


MN NT 
-1 


Al sustituir el valor de la pendiente en la derivada, se tiene que: 


2 
y-m-3x y сотот--3, 


3=3x? 
"S. 
3 
х=] 


Рага determinar los puntos de tangencia, se sustituye el valor de х en la ecuación de la curva 
y = X, lo que resulta: 

Para x = 1 Para x — —1 

y=(1"=1 у-(4У--1 


Los puntos de tangencia son P(1,1) УРТ-1,-1). 
Con los puntos de tangencia y la pendiente de la ecuación de la recta paralela (m — 3), se puede determinar 
la ecuación de la recta tangente a la curva dada. 


Рага х = 1 Рага х = —1 
у= у = т(х —x) y— y, = т(х— 2х) 
у-1-43(х-41) y-CD23[x— (-1)] 
y-1=3x-3 у+1=3х+3 
3x—3—34-1—0 3Jx—y+3—1=0 


3x— y-2=0 ] Ecuación de las tangentes | 2, 3Ix—y+2=0 
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Para realizar la gráfica correspondiente de y = x^, se tiene: 





Ж 2 
222 recta paralela 3x + 2y — 190 


| 
tn- 9x?) 








| | y END ba 770% 172939) -| |= 
2(72 — 9x2) 7 
y EA = d(9x?) 9402) 
У-р po. - Л магтан E [92х21] 
2(72 —9x T 2472-9? 272-912 


9x 


—18x 9x 
——— 12 ----- — 2% YM ——— quer 
44172—9x? 2472—9x? : 2472 —9x? 


La pendiente de la recta paralela es: 
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Se sustituye en la derivada de la función, lo que resulta: 


3 9х Elevando al cuadrado ambos 
3 Е 2.292 | miembros tenemos que: 
зү х Y 
tht: 
9. 81x? 
4 4(72-9х2) 
36(72—9x?) = 324x? 
2592 — 324x? = 324x? 
324x? + 324x? = 2592 





648x? = 2592 
48... 2592 
648 
?=4 
ж==:#2 


Al sustituir el valor encontrado en la ecuación de la curva dada, resulta: 


Para x — +2 
-: J72 —9(2y? 
Шин: 

y 12-36 

” 2 

6 
| у > + 
Por lo tanto, el punto de tangencia es: 
P(2,3) 


La ecuación de la recta tangente a la curva es: 


y— у = т(х— х1) 
y-3--56-2 


2у-6---3х--6 
3x+2y-6-6=0 
3x--2y—12—0 | Ecuación de la tangente 
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472—9x? 


Para realizar la gráfica correspondiente de у = ———— —— se tiene: 





4 9*Encl siguiente problema encuentra: 


a) Las coordenadas de los puntos de intersección del par de curvas dado. 
b) La pendiente y el ángulo de inclinación de la tangente a cada curva. 
c) El ángulo formado por las tangentes en cada punto de intersección. 


l. y-1- x 
y-x-1 


a) Al resolver el sistema dado, se tiene que: 


(D y=1-x —1=1=x 
2) у--2-1 2x*=2 
2 
Na 
| | X 2 
| х? —1 
x] 


Al sustituir en cualquiera de las ecuaciones, resulta: 


0) y-1—( 0) у (0-1 
y=0 y=0 


Por lo tanto, las coordenadas del punto de intersección entre las curvas es Р(1,0). 
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Derivación de funciones 
b) у-1-х (1) y-x-1 (2) 
40) а (х?) 4.8 
= — —— —— =— 1 
Fx dh т=ш= x9 
y'=0-30” у”---3Х 7-0 
y/--3xX у= 302 
y=m=-3É (1) y-2m,—--—3x (2) 
m; — —3() m, = —3(1) 
m=-3 | Pendientes respectivas 1 яц-3 
0 = агсіап т (1) 0 = агсіап т (2) 
0 = arctan(—3) 0 = arctan(3) 
0, = —71° 33/54* 6, — 7113354 
179° 59'60" 
' Үзэг 
0, = 108%26'06” | Ángulos de inclinación { 0,= 71?33/54" 
y-y-m(x- x) у-у = тх – x) 
у-0--3-1) у= 0 = 3(х — 1) 
у= —3х + 3 У = 3х — 3 
Зх + у—3 = 0 | Ecuaciones de las tangentes ( Зх – у – 3 = 0 
c) Sim, = —3 y m, = 3, se emplea la fórmula para determinar el ángulo 0 entre dos rectas, se tiene: 





Al sustituir, resulta: 
_ Lu 3-3 6 
4696) 1-9 -8 
0 = arctan (—0.75) 
0 = —36?52'11" 
179° 59/11” 
0 == 
—36?52'11" 
8 = 143?07'49" 


tan 0 


El ángulo formado por las tangentes en el punto de intersección es 0 = 143"07/49”. 
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Para realizar las gráficas correspondientes. se tiene: 









y-1- x y-x-1 
y=1-xX y y-r-1 


tan(1) 


\ 
\ 


\ 
0 = 36°52'11” 


Normal а una curva en un punto 


Se denomina recta normal a una curva en un punto, a la perpendicular a la recta tangente en dicho punto. 





En la gráfica, N representa a la recta normal a la tangente en cl punto Р(х,у) de la curva y = f(x). 
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Ecuaciones de la tangente y normal a una curva en uno de sus puntos 


Con base en la figura anterior se establece que la ecuación de la tangente se determina por la fórmula 
y — y, = т(х — xj). como la normal es perpendicular a la tangente, sus pendientes son recíprocas y de 
signo contrario, por lo que la ecuación de la recta normal es: 


1 
= NE) 


EJEMPLOS ———— — — — — — — — —— —. 





-Encuentra las ecuaciones de la tangente y normal а la curva y = 4x7 en el punto P(— 1,4) y construye la 
gráfica correspondiente. 


у--4х? 
y — Vae aen diu its | Derivada de la curva. 
~ dx dx 


Se debe obtener la pendiente de la tangente en el punto dado para encontrar la ecuación de la recta, así: 


у =m=8S(-)=-8 Ї Pendiente de la tangente. 
y-y =m(x—x,) 
y-4=-—8(x +1) 
y-4-—8x-8 
8x + y-4+8=0 
8x+y+4=0 | Ecuación de la tangente. 


Ahora, se calcula la ecuación de la recta normal: 


1 
== EE 


y-4-— oen 


—8y +32 =-—x-—1 
x—8y+32+1=0 
x-8y4+33=0 | Ecuación de la normal. 
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Para realizar la gráfica correspondiente de y — 4x^ junto con la recta tangente y normal se tiene: 





2 0»-Encuentra las ecuaciones de la tangente y normal a la curva у = 5x — x en el punto Р(2,6) y construye la 


gráfica correspondiente. 
y-5x-x? 
y- 4 (sx ду. 4 (5х). (х2) = s$ 6) да 1-5-2х | Derivada de la curva. 
dx dx 
Dada la derivada, se calcula la pendiente de la tangente en el punto P(2,6): 
y'=m=5-22)=5-4=1 } Pendiente de la tangente. 
Ahora se obtienen las ecuaciones de la recta tangente y la normal, respectivamente: 


| у-у =m(x—x) y-x--L6-x) 


y-6-1(x-2) 1 
y-6-x-2 E 1) 
х-у-2-46--0 y-6——x42 


X^Fj—6—2-—0 


X—y-4—0 | Ecuación de la tangente. 
x+y-8=0 | Ecuación de la normal. 
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Para realizar la gráfica correspondiente de y — 5x — x^ junto con la recta tangente y normal, se tiene: 


recta tangente 





EJERCICIO 12 


l. Encuentra la pendiente y el ángulo de inclinación de la tangente a cada una de las siguientes 
curvas en el punto cuya abscisa se indica y verifica el resultado al trazar la gráfica correspondiente. 


...... 





Eshe БЕ — L y=x — 4x +3, cuando x = 3 9. у= — 1, cuando x = —3 
Сора 2. у= 2 — 3, cuando x = 1 10 , 241 — 
3. у= — 2x + 3x — 8, cuando x = —2 "OS 
4. у = 5 — 8х + 2x, cuando x = 1 11. у = —, cuando x = a 
а 
5 
5, Уг-үр 72 cuando x — -2 12. у= 6x — x, cuando x = 5 
ә 13. y=xy5+x?, cuando x = 2 


6. y— xt 1, cuando x = -1 


i 14 J6x—4 








у= 4, cuando х = 2 
7: у= EF эн cuando x — 2 - 
3--2х $ 
2 . == . =3 
8. у=? — Зд? + l, cuando x = 1 цн. X cundo x 


. Determina la ecuación de la recta tangente a las siguientes curvas en el punto dado y construye 
la gráfica correspondiente. Socializa el proceso de solución. 


................................................. 


L y=3x—x;P(Q,—2) E re Р(2,0.5) 

2. у=ж№ +22 — х; P(-1,2) 

3. у 3X 4+ 4x — 2; P(1,5) 8. y—— a род) 

4. ус 9х2; Р(1.9) Tt 

5. y-34 3x PC) 9. y «x! -2x +1; P(-34) 

6. y— x +x P(-2,-10) 10. y—J xt; P(3,—2) 
137 
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11. y-N3x? -2; P(3,5) 14. ) ! : Pla 3 


 (x42*' (716 


3 
12. y= |") ; P(1.0) 1 3 
5 15, "| P(1, 8) 
х 
13, у-үх!--2х-1:Р(3А4) 


Ill. En las siguientes curvas encuentra los puntos de tangencia, la ecuación de la recta tangente que 
sea paralela a las rectas dadas y construye la gráfica correspondiente. 


1. y=x +x; recta paralela 4x — y = 0 
2. y— x + 5; recta paralela 12x — y — 17 = 0 


3. y—X5—5x?; recta paralela 2x — y - 3 = 0 
4. у= у18 — 9х2; recta paralela 3x — y + 6 = 0 
5. y —3 — x' recta paralela 4x — y — 14 — 0 


3 
6. y= |E: recta paralela 3x — 2y -24=0 


7. yx + 2х — 3; recta paralela 4x + y — 23 = 0 
y — x! — 3х + 2; recta paralela 2x + y +4 = 0 
9. y— x +x recta paralela 4x — y — 17 = 0 


10. y =-Jz recta paralela x + 2y -6-0 
х 


IV. En equipo, resuelvan los siguientes problemas y determinen: 
a) Las coordenadas de los puntos de intersección del par de curvas dado. 
b) La pendiente y el ángulo de inclinación de la tangente a cada curva. 


c) El ángulo formado por las tangentes en cada punto de intersección. 


....................................................................................................... 


6x —9 

L у= A 4-5. * 
y y 4 
y=x+2 y 
== 

2. у= – Xx 4 
у= —2х 5. у-х 

3. у-х-1 у=6бх——5 
y-1-x 6. y=Wx 
у=? 
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: 7. у-х- 3 9. y=x*-2 
: y=2é-—1 у= 10-20 
: 8. у= 34х22 10. у--х 

: y-48-x? ys 


V. Encuentra las ecuaciones de la tangente y normal a las curvas dadas en el punto específico y 
construye la gráfica correspondiente. 


L уа + 1; P25) 6. у-ХРО-1) 

2. y=x +2 + 1; P(-3,44) 7. у= 4х — х2; Р(2,4) 

3. у = 2?; P(2,8) 8. y= [x? — 7; P(4,—3) 
4 yar- 350000) 9. у= 402; P(-14) 

5, у= Кри азу 10. у= —2 + 4; PQA) 


VI. Resuelve los siguientes ejercicios y en plenaria discute tus resultados. 
l. Encuentra la ecuación de la tangente y la normal a la curva y = 4/x — 3, si se sabe que la recta normal 
es paralela a la 6x + Зу — 4 = 0. 


2. Encuentra la ecuación de la tangente y la normal a la curva у = V 4x — 3, si se sabe que la recta 
tangente es perpendicular a la recta 2x + 4y — 22 — 0. 


3. Encuentra la ecuación de la recta tangente y normal a la curva у = 347 — 8 en el punto A(2.6). 


4. Encuentra la ecuación de la tangente a la curva y — x^ + 5 y que es perpendicular a la recta 





х-Зу-2--0. 
5. Encuentra las ecuaciones de la tangente y normal a la curva y = Lu en el punto A(0.0). 
—X 
QD Verifica tus resultados en la sección de respuestas. « «ну нуу улуу ууу s Я 
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Regla de la cadena para derivar funciones compuestas 


Del enunciado regla de la cadena. la palabra cadena se refiere a las funciones que se componen de otras 
funciones, es decir, como si fueran los eslabones de una cadena. 


Ejemplo 
Si y — f(u) — Su y u — g(x) — 1 — 2x, se pueden expresar como una función compuesta: 
y = fu) = fig) = 5(1 — 2xY 


La función anterior se denomina función de función, ya que y no está definida como función 
de x en forma directa, sino que se presenta como función de otra variable u que se define como 
función de x. 


Regla de la cadena 


Para determinar y de la función compuesta es necesario considerar a las dos funciones en forma indi- 


vidual y derivarlas de igual manera. La regla de la cadena constituye la fórmula fundamental de deriva- 
ción número 9, si y = f(u) es una función diferenciable de u y и = g(x) es una función diferenciable de x 
entonces para la función compuesta y = f(g(x)), la derivada de f con respecto a x es igual al producto de 
la derivada de f con respecto a u por la derivada de u con respecto a x. 


dy dy : du | Fórmula fundamental de 
derivación número 9. 


También se expresa como: 


dy ,, , 
29 f'(u)- g'( 
/'(и)- g'(x) 


EJEMPLOS — — — — — — —. 


; dy — : 
* Al aplicar la regla de la cadena, encuentra ps para las siguientes funciones compuestas. 


1. 


Ка aux dx 





Primero se calcula la derivada de u en dx: 


du d, d 
25 шигээ A 
Fx 2509 209 
a e 

dx 


Ahora se calcula la derivada de y en du: 
dy _ (u—a) 7 Uta) 


du (u—ay 
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dy (u—ayl)—(u-rayl) 
du (u—ay 

dy A-—a—-f—a  -—2a 
du (ш-ад (иа) 
dy 2a 

du  (u—a? 


Al utilizar la regla de la cadena, se calcula la derivada de y en dx: 


2a 
(u—ay 


dy _dy du |. 











(2х-4) | Al sustituir u en el resultado, se tiene que: 


dy 8а-4ах 

ах (х?—4х—а)? 

2 у-20 и=2./х 
dy 4 du 4 
2). дэд e Eh 
du ai dx i Ух) 


— (x) 
Фу os 88 9 t 
du Eo 
2(x) ? 
du 1 
| ах ух 


Al utilizar la regla de cadena, se calcula la derivada de y en dx: 


———.— (104 de E Цэн | Al sustituir и en el resultado, se tiene que: 


de " — 10062) 
зу dx —— Je 


3 
=160x? =160x Vx 





La regla de la cadena permite demostrar la fórmula fundamental de derivación número 6, que se deno- 
mina regla general de las potencias. 
Sea y — у", donde v es una función diferenciable de x у л un número real, al aplicar la regla de la cadena 


se tiene: 
dy _ ду йу _ dv) dy 





Al evaluar la función y = у" con respecto a v, se tiene que A ="! . 


Al hacer v — х y al aplicar la fórmula fundamental de derivación número 6a, resulta: 
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EJEMPLOS ———— — — — — — —— —————————s 
л 


«Encuentra A para y — (2x — 1). 


a) Solución por la regla de la cadena. 


b) Solución por la regla de las potencias. 
Si y = (2х — 1) 
y =L jox 19] =3(2x- 19" 





у'=6(2х—1)? 
2 9* Encuentra а para у= J1— х2. 


а) Solución por Іа regla de la cadena. 





Si 
| П 
j у=и? и= 1—2? 
Фуа (е du diy diu 
2 C? dé E (1 о?) 
] 
e. | du __„»\ 
du 2 dx 
dy _ 1 du y 
--ү S _. 
du 212 dx 
dy dy da [1| 2, 2 х 
dx du alo = Au Ju 
dy __ х 
ах М1-х2 
142 
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Si y = Qx — 1), hacer u = 2x — 1 y y = ul; al derivar se tiene: 


у=? и = 2х —1 
dy d3 du d d 
= ЖЕ ШК 
ш du & aa 
Ф Ар di =2 
du dx 
zu DA Ж... = (3u? )(2)= би? Al sustituir и en el resultado, se tiene: 
dx du ах 
dy eQx-1y 
dx ) 


4 x1) 30x 1 
0x1) =30x—190) 


Д 1 
y—NI—x? = (1— 12), hacer u—1—3x? y y=u2; al derivar se tiene: 


| Al sustituir и en el resultado se tiene que: 
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b) Solución por la regla general de las potencias. 


] 
Si у= 1—2 = (1—х2)2 














! ! | 
у=|й—ху|= zd» La-a- 
: 1 KZ х 
"A A гийн 
20-42 Z41—x? JI-x? 
dy 4—2? 
Фә. — = 
3 e»-Encuentra jg, Pam y = 


а) Solución por Іа regla de Іа cadena. 


a xd ший 1 
Si у=” = 4 x Е e: y y — u?; al derivar se tiene: 
4х 4х 4х 
































ý = _ Mg? 
m — Ax 
d i T 
dy d de HG )-(4-х Y 49 
du du dx (4x)? 
dy | E 1 du 4x(2x)- (4x4) 
du 2 dx 16х2 
dy d du _ —8х? —16+4x? _ —А(х?+4) 
de эл dx 16x? |» l6 
ын dy d. du (+4) 
du 23и dx Ах? 
2 2 
2-2 bm GM er) | Al sustituir и en el resultado, se tiene que: 
y G0 AO (а 
а capu A МГ ас НЭР 
БЭЭ!) 2 EES 23 
E ifa 8044-2 yaf d 
4x 24x 
dy — (Q4. 
dx 44x*4— x?) 
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b) Solución por la regla general de las potencias. 


1 

4—х? |? 
Si y= 

ас 





























y_ A d E, ий _1(4= a Ua E 
“dell 4x )| 2 dx 
2: 2) у 2 4(4х) 

v- ЭНэ —X -€ 
^ 24 Ах ын 
TH 1 шанг e = 
s 4—2 5 16х2 

ТЭ 

4х 
81? -164+ 41? _ 00 +4) (х2 +4) 


FT EAS HET 7 аа) 
28 





Funciones inversas 


Sea la ecuación y — f(x), una función y dada como función de x; por lo general, es posible resolver la 
ecuación con respecto a x y determinar x = (у), es decir, también se puede considerar a y como la va- 
riable independiente y a х como la variable dependiente. Con base en lo anterior se establece que f(x) y 


2(у) son funciones inversas entre sí. 
Para distinguir la una de la otra, denominamos función directa a la primera de las funciones dadas y 


función inversa a la segunda función. 


Ejemplos 


Función directa 


y-5-x 
y=10' 
y = tan x 
y=é 


Función inversa 


£- 45— y 


x — log y 
x — arctan y 
x—Iny 


Si y = f(x) es una función derivable tal que y^ no es cero, entonces la derivada de la función inversa 
f ^ es igual al recíproco de la derivada de la función directa. Análogamente, si х = f^ (y) es una función 
derivable tal que x^ no es cero, entonces la derivada de la función directa es igual al recíproco de la deri- 


vada de la función inversa. 
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La relación entre las derivadas de las funciones inversas se presenta en la siguiente fórmula funda- 
mental de derivación: 


EM 


A 


Fórmula fundamental de derivación número 10. 


38 

| 
818)- 
#18 








EJEMPLOS 
o 


ө». Рада la función x = 4/5 — y, encuentra T aplicando la fórmula para la derivación de funciones inversas, 


comprueba el resultado despejando y y deriva con respecto a x. 





Si x245—y 
d d d 
dx d S A» E us La A 
ar R — -9—5— Y 
^ 2(5— y) ! 2(5 — у)? 5 
221 
"dy 2/5-у 


“шл. МЕИР, 
x?—5—y dx dx dx 
| y-5-x? EL 


Al sustituir y — 5— x? en n = —24/5 — y, resulta: 


2 - -2,5-(5-32)--2(8-8-32--2х 


Por lo tanto, se comprueba que las derivadas son iguales. 
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2 өФе-Сасша л para x = (1+ 2y) por dos métodos diferentes y comprueba que se llega al mismo resultado. 


Si x = (1 + 2y)', entonces al derivar se tiene: 


dx d d 

— — —|(06 4-2y3123( 4- 2y)! — (104-2y) 2 31 4- 2»? (2 
dy a +29] (жай (0-12) - 0-2 Q) 
dx 

^ —60-2:2y* 

E m 


Por la fórmula de derivación de funciones inversas número 10 se tiene: 


E NE 
dx e 6(1+2y) 
dy 


Al despejar a y de x = (1 + 2y)', se tiene: 





x= (1+2y) 
Nr —3 3 2y - x -1 
Ух = Уй + 2у) dia | QE 1 
Ух =1+2y у= = 2 2 
Al derivar con respecto a x se tiene: 
y х 1 
5 832 
2-Ц5-0Н 15 
яв ЭМ зо) 3 3)3 
dy 1 
dx „? 
6x3 
dy 1 
Six= (1 + 2у), al sustituirlo en de EE. resulta 
6x3 
dy _ L — — 
dx 6(1+2у)? 


ва зуу 


Por lo tanto, se comprueba que las derivadas son iguales. 
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Derivada del valor absoluto 


Si f(v) = lv]. donde v es una función diferenciable de х, se establece que la derivada de f con respecto а 
x es igual al cociente de la función entre el valor absoluto de dicha función multiplicado por la derivada 


de v con respecto a x: 
5 (Iv])» La 2 Fórmula fundamental de derivación número 11. 
donde v(x) debe ser diferente de cero. 


La derivada de la función valor absoluto es un caso particular de la derivada general de potencias, ya que: 


Si | v|= Vv? al derivar resulta: 


—(») 2v . 
S-i m үү 
Av)2 2(у2)2 УУ 
d v dy 
201%) ра 


En la aplicación de esta fórmula deberá observarse que: 


у 41, si у> 0 


| |1, si v<0 
Ejemplo 
1. Encuentra la derivada para la función у = |x^ — 1]. 


Si y = |x — 1| al derivar resulta: 


1 


dy 4 5-1 2? – 
—=—([12—11]==—— —(12?-—1)==— (2х) 
dx a ) |x? —1 dx |x? —1| 
х2-1 [FL parax?—1>0 
Si —— entonces: 
[2—1 (1-1, parax? -1«0 
45 (yx)— 2x. para x?—1>0 
d : 
dy 2 
E TUD рагах”-1-0 
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EJERCICIO 13 dy 


1, En grupo y con asesoría de su profesor, aplicando la regla de la cadena, encuentren d para las 
siguientes funciones compuestas. Concluyan los pasos para la solución. 









































1—4? T ал 
Edi e vit l. з= 42 9. у= Two 4-—Xd^—X 
Competencias x?—] 2 
genéricas 2 14-22 15: ў 25 
x^41 u= 1—1 * 2—9 
Competencias —x 
disciplinares 2. у= —3u4 5 — 
на mE 
. ИЕН 3 10. E un 
м 2 
: и-х-4х 16. у= Уи (a? —u?) 
> 3. y=vu 
; E Н. у= MEA и-41-х2 
а pu 5и —3 
М х 
а 2 
: Е Lx 17 _u +2 
$ 4. у= +4 uim LES и? —2 
5 u=} +2x u=(x+1Y 
: 12 -|и-1 
5. y=yYl+u үа =: 
. л a? +и? 
. и = х и = х(3 — 2x) == ax — 
4 6. у= и(3 – 2и) 
: ЭЭР... 19. у-ийш-3) 
ба EN" 
: 7. y=14é y= |14 
: сн. : 1-х 
: и= ух b—x 
: 8. у= AE A 
5 a—u : 
. -1- 14. у= 
: и-1-Х "^ Хачи и= 1+2? 
: Il. Encuentra Y para las funciones dadas, resuelve por la regla de la cadena y la regla general de 
. las potencias. > 
? a*—x? 
: 1. у= Qx +32 — 4)" 6. y-JQGx4 1? 0. у= үү 
: 2. у-үх-Г 8 
4 7. y- (Vx -1) 2x? 
е 3. у= (3х +2) ПП; $= A 
$ 3 3 
: 4 y-Q Ty 8. у=у8—хХ 
$ 12. y=yY2-3x? 
Ё cl 
: 5. y- 2 ч. m Зак 
. К 3x41 x 
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IV. Deriva las siguientes funciones de valor absoluto. 
1. у= |х| 7. у= |х – 3] 
2. у= |2 - 2х+4| 

y у-Ї 23 
3. y=lx] ^ Ja*x 
z* _ 
4. = т 9. у=} 2х 
3—2 
5. у= |х – л] 
а 
6. у=) 10. |= 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. +. e s «ess». CPI 
149 
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Ill. Dadas las siguientes funciones, encuentra d aplicando la fórmula para la derivación de funciones 


inversas, comprueba el resultado despejando y y deriva con respecto a x. 


1. х-у/-у 


2. x-3y —4y +7 





2 
3. => 
4-у 
4, => 
4+y 
5 d 
y 


6 х= үу? +a? 


7. x-2yN2-y 








http:;//bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


8. 


10. 


11. 


12. 


13. 





х-у-2у 
1 
Е I— 
1— y? 
2 
di 
a+ y 








x= 3 
1—3у 

х= - 
3-у 

q EY 

3-у 























14. 


15. 


16. 


T 


18. 


19. 


20. 


11: 


12. 
13. 


14. 


15. 

















2у--3 
== 
3-у 
1 
Ty 
Нэгэ 
сул! 
2у-1 
х= = 
y 
x= (y+2Y 
ef 
y 
х= y ay — Jy 
yit 
ubi 
у= [x 4-3| 
у= |х| —x 
|х+2 
y = —— 
2H 
„| 
Nix 
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Derivación de funciones implícitas 


Formas explícita e implícita de una ecuación 


Las ecuaciones en dos variables se expresan generalmente en forma explícita, es decir, una de las dos 
variables se da explícitamente en términos de la otra; por ejemplo: 


а)у-х-4х-4 b) u—8—5v c) s—2t-1 


Las ecuaciones están resueltas para у, и y s como funciones explícitas de x, v y f. respectivamente. 
Cuando se presenta una relación entre dos variables por medio de una ecuación no explícita para ninguna 
de las variables, entonces una de ellas es función implícita de la otra; por ejemplo: 


а) X —2xy 4 y —6 b) é«y-r о 4x dy а 

Las ecuaciones anteriores se definen como y función implícita de x, aunque también se puede definir 
como x función implícita de y. 

A veces se puede resolver la ecuación dada en forma de función implícita con respecto a una de las 
variables, para dar lugar a una función explícita, por ejemplo: 





4x? 8y--12—0 | Función implícita. 4x -8y--12—0 | Función implícita. 
4x? =8y-12 -8y--4x? —12 
p-$%-12_40y-3 y 412 _ 40743) 
4 4 | -8 -8 
x=x+,/2y-3 | Función explícita. _ 2243 





y= 


2 | Función explícita. 


Técnica para derivar funciones implícitas 


Si se da una función implícita, no siempre es conveniente el convertirla en función explícita para 
derivarla. Para determinar la derivada de una función implícita, aplicaremos una técnica sencilla que 
consiste en dos pasos: 


a) Derivar la función dada, término a término, considerando a y como función de x. 


b) De la ecuación resultante se despeja 2 










*Encuentra dx para las siguientes funciones implícitas. 


l. —-2xy - y'-6 





d „ d d a d dy 
0) E хул уу 246 2 0y-2x)=2y-2x 
(х?) Q2) 4-07) j; (2y )=2y 
2521-20 әу 2 1 0 o ду= а 
dx ^ dx dx dx 2y-2x 
dy dy dy 
З-б будду WE m 
ea D*2y3 3 1 
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1 І 
2 
ЕЕ а 
у? x2 
1 
dlx2| d F 
O O A шп -La ) 
dx yi dx E 


ER 
"Ue 8р2 АВЧЭЭ, 


8 5 MCN 





ал E 
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2 өе. Епсиспіга la pendiente de cada una de las siguientes curvas en el punto indicado. 
1. xà —2xy- y = S; P(1,1) 


dx 4 dos d 
qu 0 qu 09 400-46) 
x41 34,9 5, E id од 
ЗЭН y, paye 
dy dy 
3х2 —2x 29 —2у+3у? Z -=0 
шин CUP 


dy 
—(Qy!-2x)-2y-3x? 
dk 3 )--2у-3х 
dy 2у-34 Á 
ах 3y-2x | 
Para calcular la pendiente de la tangente a la curva en el punto P(1,1) se sustituyen los valores de 
x y y en la derivada previamente calculada, es decir: 


dy 20-310? 2-3 -1 
dx 310y—20 3-2 1 





2. x: —24xy — y! =11; P(4,1) 


du 4. m E 
qu 0a 0 9)- 40» - 4:5 


141(:1 1:4(1 ду 
2х2-1-2х2--1у2|-2у2--|1х2|-2у!1:2-40 
X X y y X y 

гүү лд a БҮСЕР dy 
2х-2х2|1-1у2 1---2у21-1х2 |/-2у---0 
BE | y (e | y 


„2645 LM yh 0 


ied з“ oxi © 
1 1 
1 2 ED) э »,9 o 
dx] 31 
y2 x2 


3 ! 1-3 
2x2y2 —x TL AE, 
1 dx dx 


13 E 
A зай | y- 23? 
[ 
dy y-2x9y — y-2qxy 
dx — Жш 3 
<A x+2yxy 
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Al evaluar la pendiente de la curva en el punto P(4,1) resulta: 


dy MANO — 1-28 -15 15 
dx (4) +2 (АП 4+ 2(2) 8 8 


3. y (x — у) 27 ху; P(1.2) 





Haa 4... E y A 
4 0 tO x) e O0 t4, 00 


dy d dy 
353-17 +2(у xp —(y—x)20-4- x— 4 yd 
y (y — x) Жэ х) х xt 


зу 2.26 aea х2 ey 


3y — 2 у ay- эх +2х- xy 
D (Зу? +2у—3х)=у+2у—2х 
dy Зу-2х 


dx Зу?+2у—3х | 
Al evaluar la pendiente de la curva en el punto P(1,2) resulta: 


dy 3(2) - D 6-2 4 


Сах 3Qy420)-30 1244-3 13 
З 0s:Resuelve los siguientes problemas generales, aplicando la derivación de funciones implícitas 


1. Encuentra las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva х? + у” = 25 en los puntos АС-3,4) y 
B(4,3) y construye la gráfica correspondiente. 


Mediante la derivación implícita se tiene la pendiente de la recta tangente a la curva: 


ні + y? =25 
Lani 20-205 


> pa 


dx 
d 
2x4-2y— —0 
TP 
dy 
2,2 — 2 
Y de х 
dy —Zx Ж 


-3 3 
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Para determinar la ecuación de la recta tangente en cada punto dado, se tiene que: 


у-у =т,(х— х) 
3 
—4 =-(x 43 
y 1° ) 
4y—16—3x +9 
3х —4у+9+16=0 
3x—4y--25—0 | Ecuación de la tangente en el punto A. 
у-у =m =x) 
4 
—3=——(х—4 
y 3€ ) 
3y-9=-4x+16 
4х-44у-9-16-0 
4x4-3y—25—0 | Ecuación de la tangente en el punto B. 


Para determinar la ecuación de la recta normal en cada punto dado, se utilizan las pendientes recíprocas 
y de signo contrario, lo que resulta: 


у-у = xx) 
m, 
y-4=-40+3 
4 
y 4249) 
Зу-12---4х-12 
NEN 4x+3y-124+12=0 
4х +3у=0 | Ecuación de la normal en el punto A. 
1 
YY = 7 (4x1) 
т 
1 
y-3=— 8-4) 
(3 
3 
-3-424кх-44 
у 1€ ) 
4y—12—3x-12 
3x—4y—124-12—0 


3x—4y—0 | Ecuación de la normal en el punto B. 
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Para realizar la gráfica correspondiente de x^ + y' = 25 se despeja a y, y = +25 — x? , entonces: 





2. Encuentra las ecuaciones de las tangentes horizontales y verticales a la curva 
25x? + 16y? + 200x — 160y + 400 = 0 y construye la gráfica correspondiente. 


25x? + 16y? + 200x — 160y + 400 = 0 


d d d d d 
— (2522) + — (16 — (200x) — — (160y) + — (400) = 0 
a NE. даг”: - T did 


2i 21)9 299. 160 2 — 
2520? 1) A62)? 112 +200 1607 —0 
50x +324 1.200 1602 0 
dx dx 
Y (ууу — 160) = —50x — 200 
dx 
dy —50x-200  —25x—100 


dx | 32y—160 16y —80 
Para determinar los puntos de tangencia de las rectas tangentes horizontales, se iguala a cero el numerador 
de la derivada, lo que resulta: 


-25-100-0 
—25x = 100 
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Ahora, se sustituye x — 4 en la ecuación de la curva para determinar el valor de y. 


25(—4)? + 16у? + 200(—4) —160y +400—0 
400 +16y? — 800 —160y + 400 =0 

16у2 —160y—0 

l6y(y—10)—0 


Esta ecuación de segundo grado es igual a cero cuando uno de los dos multiplicandos es igual a cero, 
es decir: 


16y —0 y-10-0 
y=0 y=10 


Las coordenadas de los puntos de tangencia son A(—4.0) y АТ-4,10) para las tangen- 
tes horizontales. 


Para determinar los puntos de tangencia de las rectas tangentes verticales, se iguala a cero el denomi- 
nador de la derivada, lo que resulta: 


16y—80 —0 
16у = 80 
80 

=т= 


Ahora, se sustituye у — 5 еп la ecuación de la curva рага determinar el valor де х. 


25x? + 16(5)? + 200x —160(5) + 400 — 0 


25x? + 400 + 200x — 800 + 400 —0 
25x? + 200x — 0 
25x(x--8) = 0 


Se iguala a cero cada multiplicando del lado derecho, lo que resulta: 


25x —0 x+8=0 
x=0 x=-8 


Las coordenadas de los puntos de tangencia son B(0,5) y B'(—8,5) para las tangentes 
verticales. 
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Para determinar las pendientes y ecuaciones se tiene para: 
Tangentes horizontales Tangentes verticales 
Para А(—4,0): Para В(0,5): 
- .:2504-100 _, ” 2250) 100 -100 .—. 
^ (9-80 — ? 1600-80 0 
Para A'( —4,10): Para B^(—8,5): 
m 2549100 6 m 225-8)-100 100 
^ 16(10)-80 — # — 165-80 0 — 


En las tangentes horizontales, el ángulo de inclinación es de 0°, por lo que su pendiente es cero; en 
las tangentes verticales, el ángulo de inclinación es de 90”, por lo que su pendiente es indeterminada 


(00). 
у-у -m,(x—x) У-у = m(x- x) 
у-0=0(0х +4) (0)(у — 5) = —100(x — 8) 
. y=0 | Tangente horizontal en A. 7. y=0 | Tangente vertical en B. 
y-y-my(G—2) y- y =m x) 
у-10--0(х--4) (0)(y — 5) = —100(x — 8) 


мо y—10 | Tangente horizontal en A”. 
7. y=-8 | Tangente vertical en В’. 


Para realizar la gráfica correspondiente de 25x + 16y^ + 200x — 160у + 400 = 0 se tiene que: 
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3. Encuentra el ángulo de intersección para las curvas х? + 4y' = 61 y 2х? — у? = 41 y construye la gráfica 
correspondiente. 


Primero se encuentra la fórmula para la pendiente de la tangente a cada curva, usando la derivación 


implícita: 
x? 4 4y? — 61 2x? — y? — 41 
E usn: d d d d d 
— — (4y?) = — (61 —(12) + — (4y?) = — (41 
(2) + — (4y?) (61) ZO m) 
dy dy 
24 3-4 23: AMM) 2218 0 
2x?! +4(2Xy?") 0 (20х° )-2y d 
dy dy 
—— 4x-2y==0 
DER 0 x—2y 
dy r^" å 
8y— = —2х y X 
4 -2 х dy -4х 2х 
E ээг ЭЮюэГЭНН pa == е, 
dx 8y 4у dx -2у у 


Resolviendo el sistema de las ecuaciones dadas, se obtiene el punto de intersección entre las dos curvas. 


х2 +4у2=61 (1) 
2x? у? >41 (2) 


Al multiplicar la ecuación (2) por 4 y sumarle la ecuación (1) se tiene: 


4(2x?—y?=41) (2) 8x1? —4y? —164 
+ x24+4y= 61 (D 

9x 225 
[23 

9 

x=235 


Al sustituir los valores de x en cualquiera de las ecuaciones dadas, resulta: 


х2 +4у2=61 (1) 
(+5)? +4y? =61 


25-- Ay! = 61 -. Las curvas se intersectan en los puntos 
4y! = 61—25 A(5,3) y А'(—5,—3). 
36 
2 =— —9 
Y = 
y =-+3 
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Dados los puntos de intersección, ahora se calculan las pendientes. Los pendientes para Á son: 


„Ж.Ж. .2x 20) 
ау А3) ыг ВЕ. 
— 10 
= "MUS 
Las pendientes para А’ son 
EM цем A. .2x 205 -10 
ду 4C3 —12 чете ^ 
-A Y 
"B (3 


Dados los resultados anteriores se observa que las pendientes son iguales. 


El ángulo de intersección entre las curvas es el mismo que el ángulo con que se intersectan las tan- 
gentes. Para calcular dicho ángulo se utiliza: 


m,--m, 

tan 0 = ————— 

1--т/т, 
10,3 4(10) 4- 5 45 


Doo B - 
m vx 
12) 3 36 


(459 1620 ,. 5s 
(204) — 168 


0 — arctan (—9.6428) 





0 — —84*04'5" 


179?59'60" 
— |-84?04'45" 


8 —95*5515* 
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Para realizar las gráficas correspondientes de x^ + 4y' = 61 y 24— y^ = 41 se tiene: 


84704745" 





) — 95*55'15" 





4. Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde lo alto de un edificio de 1 12m de altura: la ecuación 
que describe el movimiento de la pelota es s — —16 + 961, donde s representa la distancia dirigida de 
la pelota desde el punto de partida en un tiempo t en segundos, encuentra: 


a) La velocidad instantánea de la pelota en un / de 2s. 

b) La altura máxima que alcanza la pelota. 

c) El tiempo que tarda la pelota en llegar al suelo. 

d) La velocidad instantánea de la pelota al llegar al suelo. 


Solución 


a) s = —16 + 96 


d d d 
d Uu im: Lo 
m ЦЭ? 
ds — i6Qyr^-)4-96 
dt 

ds — 321496 

dt 


Cuando / = 2 s, la velocidad instantánea es de: 


„= — -32)--96— —64-+-96 = 32m 
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b) Para la altura máxima, se considera que la velocidad (v) es cero, resultando un tiempo (1) de: 


› = ® __3200)+96 
dt 


0 — —32t 4- 96 
—32t = —96 
—96 
t=—= 
-32 
t—3$ 


Para el tiempo determinado, se obtiene que su altura (s) máxima es: 


s = —16r? + 96t 

s = —16(3y 4-96(3) 

5 = —144 4-288 

diim Altura máxima considerada desde 


el punto de lanzamiento. 


Si a dicho resultado se le suma la altura del edificio, tenemos que: 


s=144m+112m=256m } Altura máxima considerada desde el suelo. 


c) La pelota alcanza el suelo cuando la distancia (5) es cero, por lo que su ecuación es: 
s = —16f + 961 + 112, en donde 112m es la altura del edificio. 


0 — —16/2 4-96t 4-112 
16? —96t —112—0 


| 2-6-7-0 г. Como sólo se considera tiempos positivos, 
| (t —7Xt--D-—0 tenemos que el tiempo en que tarda la pelota 
| 1-7=0 t41—0 en llegar al suelo es de 7s. 

t =7 t=] 


2 
d) Cuando t = 7s, la velocidad instantánea de la pelota al llegar al suelo es: 


ds 


do — El signo negativo de la velocidad indica que 
v — —32(7) 4-96 su movimiento es hacia abajo. 
y = — 128/5 
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EJERCICIO 14 " 
$ |. Encuentra E para las siguientes funciones implícitas. 
mV y 4 3y Оу 9x 27 14. жу = уй № 
correspondientes 
Сарана (2 Уау x 15. Jy +2у= x 
8 3. х -4ру 1 1 
5 2 
dici did 17. C+ -a-y + y 
6. х-үху-у--! 
CN 18. х/у-уУх-с 
7. 6$ 2xy + Зху – y = 3 E 
3 CC NE 
8. 22+17ду+у = 19. x +3xy +y -2xy —6 
9. 28 + Ву + 2y* — 40 20. {ху+2ху—2у=0 
10. а?—3@ху+ау'=с 21. dy a+ 24 y=0 
11 2 Ea 22. у--3ху-х-2ху-3 
E S 23. Х-у-ху-а 
12. IHR 24. xy +2y -х-2у 


y-2x 
уа 


95. yi 
13. ху/2-43у-уу/!-у-у y +a 


I. Encuentra la pendiente de cada una de las siguientes curvas en el punto indicado. 





| x4y-4 Р(2,0) 9. 2y +4xy+x=7;P(1,1) 
2. Jx +y =9: P(9.36) 10. P+yx+xy+y = 4; Р(1,1) 
3. Jay +2y=x P41) 11. xy — 2x + y = 321; РО,5) 


21:8 Я 
4. x? y? = 5; P(8.1) 12. 20у -2— x! — 2y5 Р(2,1) 
5. (x— y) (xy) = 4; PQ) LIS 
13. 2x—y— 3yx—5; PG 
6. Jay Bx — S P2) pov 
7. xy 4 ху = 12; Р(3.1) 14. 2у2х= 4х? -3y? +12; Р(2,2) 
8 ә? – у= 3; Р(2,1) 15. х? – y = ху — 3; Р(2,1) 


IIl. Resuelve los siguientes problemas generales aplicando la derivación de funciones implícitas y en 
plenaria discute tus resultados. 


l. Encuentra las ecuaciones de la tangente y la normal a las curvas siguientes en el punto dado. 


a) 2y — xy + x = 16; P(2,3) d) X + xy - 2-0; P(-2,3) 

b) x -2x—4y = —4; P(2,1) e) Зх — 27 = 10; P(—2,1) 

c) y'—4€ —9; Р(2,5) p xy -9 P(245) 
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2. Encuentra en qué puntos de las siguientes curvas la tangente es horizontal y vertical. 
а) X +4ху + l6y = 27 
b) x +4у = 4 
с) 2x +3у – 5 
d) 2x + 2у` —9xy = 0 
e) 16 + у = 32 


3. Encuentra el ángulo de intersección entre los siguientes pares de curvas: 
a) y =4x 24 + 5у = 12 
b х-4х-у,с-у--8 
e y-x;2643y-5 
d) X y — x — 6у+ 25 20: X + y 2x y - 10 
e 44-y=8,2y - x: —20 


4. Se tira una bomba en línea recta desde un avión a 800 pies sobre el nivel del suelo, la velocidad inicial 
es de 640 pies por segundo, ; cuánto tiempo tarda en llegar al suelo y con qué velocidad lo hace? La 
ecuación de movimiento es s = 800 — 6401 — 16f. 


5. Un cohete se dispara en forma vertical desde el suelo y su ecuación de movimiento es 
s = 1281 — 16, con una velocidad de I28m/s; ¿cuánto tiempo requiere para alcanzar su máxima 
altura y cuál es dicha altura máxima? 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. « e + e + + +» эоөөөөөөөөө өө ө ө э = э ж os. s e 


163 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 5/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


3 UNIDAD 


САСЦО DIFERENCIAL 


Derivación de funciones trascendentes 


El número e y los logaritmos naturales 


El límite que representa la definición del número e es: 


1 
e = lim(14- x)= = 2.71828182846 


x0 
r 
En la siguiente gráfica se muestra cómo la curva de f(x) = (1+ x)* se acerca hacia e cuando x tiende 
a cero. 


х -05 —0.1 -001 —0.001 -0.0001 00001 0.001 001 01 05 1 


— 4 286 2732 2719 2.7184 e-27182818 2.7181 2716 2.70 259 225 2 









П 
e = lim(l +x)1 = 2.71828182846 
1-0 


Li 
бх) = 0 4- x4 


Los logaritmos naturales o neperianos son los que tienen como base el nümero e, los logaritmos 
comunes tienen como base al número 10. Con el fin de distinguir los logaritmos naturales de los loga- 
ritmos comunes, sobre todo cuando la base no se indica explícitamente, utilizaremos la siguiente notación. 


In и = Logaritmo natural de и (base e) 
log и = Logaritmo común de и (base 10) 


Si x es el logaritmo natural de un nümero N, significa que x es el exponente al cual se debe elevar la base e 
para que el resultado sea N, es decir: 


x = In N significa que е“ = № 


Si y es el logaritmo común de un número N, significa que y es el exponente al cual se debe elevar la base e 
para que el resultado sea N, es decir: 


у = log N significa que 10° = № 
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Ejemplos 
a) Si x = 0, tenemos: 

e -N x—In N 

e” = 1, significa que 0 — In 1 5 41-0 
b) Six = 1, tenemos: 

e № x— In N 

е! = e, significa que 1 — Ine 5 mel 
с) Si y = 0, tenemos: 

10 —N y = Іор № 

10° = 1, significa que 0 — log 1 2, 01-0 
d) Si y — 1, tenemos: 

10 =N y—log N 

10' — 1, significa que 1 — log 10 2. 108 10 = 1 


Relación entre el logaritmo natural y el logaritmo común 


Si en la ecuación &' — N se toman logaritmos comunes en ambos miembros y se aplican las propiedades 
de los logaritmos. se tiene que: 


e=N 
log ех = Іов N 
x log e=log № 


Despejando x, resulta: 


Si x = In N, al sustituir en la ecuación anterior, se tiene que: 


In N— log N 
log e 





que se lee como: 


El logaritmo natural de un nümero cualquiera se determina al dividir su logaritmo comün entre el 
logaritmo e. 
: di log N : à F 
Si de la ecuación In N — SR despejamos para el logaritmo común, resulta: 
og e 


log N — In N log e que se lee como: 


El logaritmo común de un número cualquiera se determina multiplicando su logaritmo natural por el 
logaritmo común de e. 
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Ejemplos 


Si log e — 0.4343 y E — 2.303, aplicar en las siguientes demostraciones: 
og e 


a) Determina el logaritmo natural de 8. 





Datos Fórmula Sustitución 
Ne d In (8) — 2.303 log (8) 

N=8 o log e In (8) — 2.303 (0.9030) 
In N — 2.303 log N ^. 1n (8) = 2.079609 


b) Calcula el logaritmo natural de 25. 


Datos Fórmula Sustitución 


N=25 In N = 2.303 log N In (25) = 2.303 log (25) 
In (25) = 2.303(1.3979) 
In (25) = 3.2193637 


c) Encuentra el logaritmo común de 324. 


Datos Fórmula Sustitución 


N—324 : P : = d pls a log (324) — 0.4343 In (324) 
а ap 1 log (324) — 0.4343 (5.7807) 
log (324) = 2510055801 


d) Determina el logaritmo común 5372. 


Datos Fórmula Sustitución 


N — 5372 log N — 0.4343 In N log (5372) — 0.4343 In (5372) 
log (5372) — 0.4343 (8.5889) 
log (5372) — 3.73015927 


Análisis gráfico de las funciones logarítmicas y exponenciales 


En el cálculo avanzado se establece que si una función continua es siempre creciente o siempre decreciente, 
entonces tiene una función inversa. 

La función que se define por y = е“, se denomina función exponencial; con base en la definición de 
logaritmo natural la inversa de la ecuación exponencial es: x — In y. 

Las funciones e* y In y tienen el comportamiento de funciones inversas entre sí; si permutamos x y y 
de la ecuación x — In y, resultando y — In x, la que se define como función logarítmica. 

Representando gráficamente las funciones f(x) = e y g(x) = In x = f (х) se observará que son inversas 
una de la otra al reflejarse entre sí en la recta y — x. 
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Ambas funciones son crecientes y son continuas 
en sus respectivos dominios. 


La función que se define por y = а“, se denomina función exponencial: extendiendo la definición de 
logaritmo común, la ecuación exponencial es inversa de la ecuación en: x — log, y. 

Las funciones а“ y log y tienen el comportamiento de funciones inversas, si permutamos x y y de la 
ecuación x — log, y, resulta y — log, x, que se denomina función logarítmica. 

Representando gráficamente las funciones f(x) = a y р(х) = log x, = f ' (x) se observará que son 
inversas una de la otra al reflejarse entre sí en la recta y — x. 





Ambas funciones son crecientes y son continuas 
en sus respectivos dominios. 
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Fórmulas fundamentales de derivación para funciones logarítmicas y exponenciales 


Al considerar la derivada de las funciones logarítmicas y exponenciales, se debe tener presente que la 
derivada de una función algebraica es siempre algebraica, mientras que la derivada de una función tras- 
cendente no siempre es trascendente. 

La derivada del logaritmo natural de una función es igual a la derivada de la función dividida entre la 
función, es decir, es igual a la derivada de la función multiplicada por su recíproca. 


Fórmula fundamental de derivación número 12. 


< |615 
a 
R|& 


d 
Ml = 
id 


Demostración: 
Si y — Inv, derivado por la regla general, tenemos; 

yc Ay —In(v4- Av) } Primer paso 
y+Ay =1п (у + Av) 


Segundo 
г | gundo paso 


Ay =1n (v 4- Av) - In v } Al aplicar las propiedades de los logaritmos, resulta: 


Ay = CT ш| | 
У 


5с! + r2 | Al multiplicar рог—, se tiene: 





2- 


y [ў 
I (1+22)- E a +2” | Por las propiedades de los logaritmos resulta: 


Ay 


= [n +2] 
v 


Por la definición del número e, se tiene que: 


lim 


| Av ын . 1 Av 
Av—0 


1+— | -lim(14- x) =e, donde x = — 
x0 у 


Luego lim | +2) — In(e) — 1 
Av—0 v 
Por lo tanto, 


dy _ tiin A 


1 1 
== |ne =- Cuarto paso 
dv №50 Лу v v | 
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Si además se tiene que v es función de х, entonces de acuerdo con la regla de la cadena: 
— dy de 
р йу ах 
Al sustituir el valor de 2 en la regla de la cadena, resulta: 


Л” gaki Ф L.C.D.D. 
dx v dx 


Si v — x, la fórmula anterior se simplifica, lo que resulta: 


En T= 1 | Fórmula fundamental de derivación número 12а. 
х 








Como In v= юру al sustituír en la fórmula de derivación рага logaritmo natural, resultando: 
og e 
Ш B Despejando log v, tenemos: 
z log e) v 
£ (ову у) = ded £ » | Fórmula fundamental de derivación número 13. 


La fórmula anterior indica que la derivada del logaritmo común de una función es igual al logaritmo 
común de e dividido entre la función y multiplicada por la derivada de la función. 
Si v = x, la fórmula anterior se simplifica y se obtiene: 


dog x)= ca E | Fórmula fundamental de derivación número 13а. 
х 


La fórmula anterior indica que la derivada del logaritmo común de una variable es igual al logaritmo 


común de e dividido entre la variable. 
Si y = а", como función exponencial y tomando logaritmos naturales en ambos miembros, tenemos que: 


In y = In(a") = v In a 


Al derivar ambos miembros con respecto a v, resulta: 


he 


. dy à 
Aldespejar — se tiene: 
spej ds i 


dy 
== y Ina 
m 

Es decir, 


d ар Ina 
dv 
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à а d : 
Al sustituir el valor de Ч en la regla de la cadena se tiene: 


4 ar) = а" In ¿e | Fórmula fundamental de derivación número 14. 
dx dx 
La fórmula anterior indica que la derivada de una constante que tiene por exponente a una función 
es igual al producto de la constante elevada a la función por el logaritmo natural de la constante y por la 
derivada de la función. 
Si v — x, la fórmula anterior se simplifica para obtener una versión corta de la fórmula 14: 


d 2 ЭНГЭР” 
zu) = а* Ina | Fórmula fundamental de derivación nümero 14a. 


También si a — e y como el In e — 1, al sustituir en la fórmula de derivación 14 para función expo- 
nencial, resulta: 
OM , dv : — 
— (e )= e" — Fórmula fundamental de derivación número 15. 
dx dx 
La fórmula anterior indica que la derivada de la constante e elevada a un exponente que sea función 
de una variable es igual al producto de la constante e elevada a la función por la derivada de la función. 
Si v = x, la fórmula anterior se simplifica para obtener una versión corta de la fórmula 15: 


Le e” | Fórmula fundamental de derivación número 15a. 


La fórmula anterior indica que la derivada de la constante e elevada a un exponente variable es igual 
a e elevada al exponente variable. 


Fórmula de derivación de la función exponencial general 


La derivada de una función con un exponente variable es igual a la suma de los dos resultados que 
se obtienen derivando en primer lugar de acuerdo a la fórmula fundamental número 6, considerando el 
exponente como una constante, y después derivando de acuerdo a la fórmula fundamental número 14, 
considerando a la función base como una constante. Es decir, 


—(u*) — vu" p +u” ln u а | Fórmula fundamental de derivación número 16. 


Demostración: Si y == и" como función exponencial general y tomando logaritmos naturales en ambos 
miembros, tenemos que: In y = In (и") = v In u 
Si € = N y x = In N, al aplicarlo en la ecuación anterior resulta: 








y—e""" } Al derivar se tiene que 
dy еви (y Inu) 
dx dx 
ЛЭ Е = dv 
——g*"" |y|— — |+ in u — 
dx u dx dx 
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Siy=e""* y asu vez y = и", al sustituir en la expresión anterior, tenemos: 


ар 24 in u dv 
u dx 


d 
—(u*) — u" 
dx dx 





С em du а In u de 
de" u ах ах 


A d a = Inu - L.C.D.D 
dx dx dx 


Si v — n, una constante cualquiera, la fórmula anterior se simplifica, es decir: 


Таг) =n a In п 
x ua. (и) п и" | du | Demostración de la fórmula fundamental de derivación 


número 6 para un valor cualquiera de n. 


EJEMPLOS —— — — — — — — — — — — —^ 
S әй 





-Deriva la siguiente función y = In (1 + x^). 





y—In(14- x?) 
Z yina] 
/ І d 2 ! 24 
naa аы 
p. 2x 
Тә 
2 же. егіуа la siguiente función y — Ina? — х2. 
у= 1а Ja? —x? 
dy gi SRT 1 d (TA 
A oy = [In a —x е в a —x ) 
4, 2 
illa ME NES B T А - 12) 
: а?—х? Ma? —x2) E Ма? —x? a? —xty Ма? —х? | Zya? —x? 
Эс х 
7-2) 
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3 өе. егіуа Іа siguiente función у = In Ha 


[UR 
y= In 





1—25 


Bibliotechnia - 


2-У- TN тага) 


1—2х 











1+2x 1-20) ней 0-292 (1421) 
y alta 41-2х 042) 
"press Vir 2x ПЕ: 
1-2x ДТ-эх 
-2х)12)-0--2хХ-2) 1 
, М1-2х (1—2х)? МГ 2х [0 2202 2— 44 +2+ 44) 
“ЭЭН o F Faol n PEU Эс. ^ 
ҮЕ me. JEFA | —20-29*0425 
T 
(1— 2х)2 
__ MA _ 2 T NNE. 
20-237042x) 0-2x3042x) ^^ 1-4х2 
Д e». Deriva la siguiente función y = х2 In x". 
у=х?1п х? 
dy _ d 4,0 2 24 2 е) 2 2-1 
Жэт a In. x?) — xq x ien х? xs 5G) dn 2 ) 


y !—2x*-3 42x In x* = 
2x(14- 2 In x) 


T А *- T In ax 
ө». Deriva la siguiente función у = —— . 
ax 


In ax 





e 





doy 
Ф 


114 
(ax) — (In ахХа) 
„Бк 


2 


, l—in ах 





ах? 
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2х--2х In x? 


d d 
408 ax) — (In шушы 


(ах)? 


_а—а\пах 1-1 ax) 


ax? a? x? 
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6 e*-Deriva la siguiente función y = Іп? x". 


y= x= (nx 


Sy =L jün х2) |= 50а х?)5- (n х?) 


y = 5(1п х2)* en = 5(1п х?)* (Jer 5 
йл 10x (In x?)* 


д? 
хойг 10(In* x?) 
x 


7 ж. Пегіуа la siguiente función y = log (22 — 4). 





y = log (х2 —4) 
dy , d 2 me d Aet 
— шош = = 22700 2—1 
227 pG )= A -4)= тағ ) 
y E log e 
^ -4 
8 өе-Псепуа!а siguiente función y= logy16—2x?. 
y e DN ЭХ” 
28. loge d 5 
=y dog Л16--2х2)-- Jie um 5086 -2x1) 
—(16— 2x? 
A log e XL Aa) loge | ZZQx^) 


y -—- LH ——n- e о о 2 
416--257 эд -эхгу | V16-2X' | yag. 2272 


fa log e |. 2xloge 


* 0 А f as 
6252 ssl pi 16—2x? 
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9 e».Deriva la siguiente función y = таа Fail 
lo ax 
у= DE ду 
dy _ а: гаси |- оре - Me 
ze 7 > bx? B b? +x? 
b? +x? 
dy d 
ia 4 dy REN NUI NES 
ЯГ 525217) +07000 жез) 

у -— (62 4x2) 


У-- (b? + х2)(0р e) 





(b? -х2Ха)--ах(2х2 = 





di (52 + х2)2 
‚ _ (b? + х2)(0р е) | ab? + ax? – 2ах? 
нээ ах (P^ + х2)2 
j (b245 (log eXab? — ax?) 2 _ Áb- —x?)loge  (b?—x?2)log e 
E ax(b? + х2)? aK (b? + xy. x(b? +x?) 


ТО ө». Deriva la siguiente función у = x log (1 — x). 
= x log (1— x) 


A y y= fr log 01—29] = x [log (1—x)]+ log 19-60 


y E Х 2 5 a-ga- -x)= e 1) + log (1— x) 





, х log e 
Ly == log (1— 
y а) +log (1— x) 
11 e». Deriva la siguiente función у = a". 
| = а 


615 „ 


=ў -La ) à? — (In a)7- S) = а (na) SG? 9] 
5 y = 15х2 ах Ina 


e» Deriva la siguiente función: у = 10“ 





y=10 3х 
2 -у-4-00 31) =10-3 (In 10). (33) - 10 (In 10)(—3) 
‚__31п10 
10% 
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13 өе. Deriva la siguiente función у = 5%, 


y=5% 





d 

—(x 

Sy - (59) n 5) (/x) — Sdn 59-4 
20) 2 Y 

y! =5% (In 5) аа 
Ax)? 








, 59105 


A 


14 e»-Deriva la siguiente función y = ае -?. 


у= ae 2) 
dy _ =L [де »|-a- [e Los —2) = ae ^ 3 (2x2!) 
dx dx dx dx 


g y = ae? -2) 


15 өе. Deriva la siguiente función y = e**. 




















y=e" 
4 (y) 
dx ^ ах dx 
Ma) 2 эрде. 
. у= = e" 
| ` 24x 
e» Deriva la siguiente función у= PI. : 
ЁС * 
‚ AZ 
ефе" 
dy y d(e-e-* (ех кеу d (es =yE)= (en (e*+e=*) 
ас? alejes Р (е* bey 
тэ (e* renle a-e La) —(e*:—e E) te T Cx) 
# (е* Ley 
jg e —e*(-1)|- (e* —e-*)[e* - e (7 10] 
(ех +е =)? 
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yl 22 Me" --e-*)—(e* —e Me” —e77) 


(e* ey 
y 6 re х peo | gu ga цох xe a ш ылыы, 
` (ret (ety 
к. AAA _ 4 


y = A = 
J (e* Ley (e* +e} 
17 өе-Пепуа la siguiente función y = е“. 
yes 


d cy S er)- ean A |) 





18 es- Deriva la siguiente función y = (ae)”. 


ey o 


dx y: (arem) — a7) len) (e) Lar) 


d 
dx 
y =a ve" Lim) + ета" (ina) (nx) 


y'= пае" + пе" а" (Ina) = na™e™ (1+ Ina) 


y = n(aey*(14-In а) = ny(14- Ina) 


19 өе-Пепуа la siguiente función у = e” In x. 


y 
Sy e In x)-e n x)-- In xen) 
у-е| x)(e*) 
1 1 
y ена x| 
х 


9. Deriva la siguiente función y = а“ log x. 


y =a* log x 
© =y Ele log х) а" dog х) + (log х) (a*) 


y =a* [pes < c dog xXa* In a) 
x 

у-а( 86 + (log х) па 
х 
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2] ө». Deriva la siguiente función y = хе". 


у=“ 
СИС. МИРО РЕ РИКИ ТОИ РР 
у = (2 ) ех 4:0 ** DAA 


: : иг 
y —e*x* -!--x* In xe") о) e? T px In x(e? 2327) 
x 
, e E 





y= +2xe” Inx — ехе [t ухах 


^ "HE en In x) 
х 


22 ө•. егіуа la siguiente función у = x". 


y=x™ 


л = у — — (x**) — (In x) x= Lw 4- x*^* (In x) n х) 


81А 


ё P 1 хх хх 
y — In x (х=) 4 хэх(їрх)1--1-003)-----00Х) 
x х х 








In x In x 
2 Ja явцыг In x 
x x 


23 өе-Оспуа la siguiente función Y = В . 


-E 
EE 


чн ХИЛ ЛД 














-1+|= 











^ 
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Derivación logarítmica 


A veces es conveniente apoyarnos en las propiedades de los logaritmos para simplificar el procedimiento 
de derivación en funciones logarítmicas, en funciones exponenciales y en funciones que constan de varios 
factores o que presentan complejidad algebraica. 


Ejemplos 


L Utilizando la derivación logarítmica, determina la derivada de las siguientes funciones. 


1. y=Iny4—x? 








Solución por fórmula 4 
(4-8) 
dy l d l | dx 
2 y —  (InJ4—x1)— 2 (Ja—x1)— 
2 LA 78) e 7 
: 1 -Д х?! 





Solución por derivación logarítmica 


| 
y-Iny44—- x? = In (42 = (4—7) 














dy , ай 14 її 1 y 
Ziina- а-а 
n == ANS ON dla х) 

у! : (—2х?-!) -— 

"^ 24-x) Z(4—x?) 

A: 5 
(4— 12) 
2 y- te [3 





y = log Зх —log (5+ x?) 








dy y d d Е 4 4 loge |4 
Y 3 # дес зы. E 2y- A гү. - 2 
y (log 3x) [log (5+ х2)] > (3x) 4 x3 (5-- x2) 


‚ loge loge(Qx?^!) loge 2xloge 











Y= d (бд) х (543) 
y = «|1 = |-ь Ele 20° 
х 5+2? x(5-- x?) 
y 108 «==; 
x(5+ x?) 
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Nota: los siguientes ejemplos se trabajan utilizando derivación logarítmica. El alumno deberá comprobar 
el resultado, por medio de la derivación por fórmula directa en todos los ejercicios. 


a? 4- x? 


3. y—ln aa 





! 
а2--х2р 1, (а2--х2) 1 
у-8| 3 “эй өн| atn 




















Ф-у-21Цн (a? + x?) —In (a? — x?)] - 44 (а? +) T [in (a? —x?)] 
mE 2 2 MEM S 2 y2 
2 Ama” am aaa” i 
p i 1 1 
ES O OT S 22-1 
y73 TW T 62-25) — 
Jd 2x 2x E E X 
"^ 2|(а42+х%) (ax) 2|(а2-х2) (02-32) 














, X(a?—x2)4 х(а? 4 x?) 

© (a? 4 xl a? — х?) 

y A захад 2a?x 
(a? + x Xa? — x?) a* — х^ 





Se recomienda tomar logaritmos naturales en ambos miembros de la función y 


Яс PR después derivar. 
In y — Inx? — x In x 
Jen »= 0 In y) 
: Ф — x na) in «29-42 нв Х-1-їйх 
ФУ — уаллах)-э204-13) 
5 у-а" 


In y — In a™ —2x Ina 


d d 
0а У) = >=“ In a) 


1 4у d d 

— — == —— == == 0 

: 2x — (In a) 4- In a — (2х) = 2x(0)+ In а(2) 
— = y (21п a) = 2a?* In a 
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6. у= (2 — х)'+* 
In y = In (2—x)'** = (14-х) In (2— x) 


d d 
xL y) =k + x) ln (2 — x)] 


























3 = (13-3) [In (2— x)]+1n Q9) ex) 
COD тн 2 $e- Din 2- 20-20 a п(2—х) 
; 2. ylin Q— 9-0 =(2—ху!+* noo 
T: "39-2 
(х -1* 
In y E Da x^ 3x —2 —1n (1-1? 








1 
In y —In х2 +1а (3x 2? — 21а (x—1) 


In у= 21а х+у!п (3х—2)—21п (x—1) 









































ny) = on y in (3x—2) ри (x—1)] 
1 dy _ „dy 
md Sin х) |in Gx 2|-2 (in Gr b 
ава Laa) E 
y dx х) 2|(3x-2) dx (x—D dx 
1ф 2, 3 2 _[06:-2M-D]+3x:x-D-2/2x(3x-2)] 
ydr х 20х-2) (х—1) 2х(3х-2Хх-1) 
1 dy 40х72-3х-2х-2)-3х7-3х-1257--8х 
y dx 2х(3х-2Хх-1) 
dy PE 2x8 +8+3х2—3х- Ja + ЖИ | 3х2 —15х+8 
dx C 2x(3x — 2x — 1) УГ эх(3х—2(х +10) 
dy 2437 | 3?—15х+8% | х(3х?—15х+8) 
Car 12 |2х(3х—=7)у(х—1)| 2/3х—2 (x-1» 
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Fórmulas fundamentales de derivación para 
funciones trigonométricas directas 


A continuación se ilustran los procedimientos para deducir las fórmulas fundamentales de derivación para 
funciones trigonométricas directas. 


1. La derivada de la función seno de una función es igual al producto del coseno de la función por la 
derivada de la función. 


Fórmula fundamental de 
derivación número 17. 


d dv | 
— (sen v) — cos v— 
dx dx 
Demostración. Si y — sen v, derivando por la regla general, resulta: 
y + Ay = sen (v + Av) 
Al utilizar la identidad trigonométrica del seno de la suma de dos ángulos se tiene: 


sen (v 4- Av) — sen v cos Av + Av cos v, resulta 


y + Ay = sen v cos Av + sen Av cos v 
—y = —senv 


Ay = sen v cos Av + sen Av cos v — sen v } Al factorizar, se tiene que: 
Ay = cos v sen Av — sen v(1— cos Av) 








Ay sen "d озду, 
—==соз y —sen y ————— 
Av Av 
Como el lim 51 АР =1 y el Ана Д6 o 
Av-+0 
Se tiene que: AY cos v(1) — sen v(0) 
Av 
Av —0 
. lim Аў. йу -—— 
А-0 Av dv 


Al sustituir el valor de a en la regla de la cadena resulta: 


dy 
dx 
dv 
y — 
dx 
иь hm Viacom. L.C.D.D. 
dx dx 
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2. La derivada de la función coseno es igual a menos el producto del seno de la función por la derivada 
de la función. 


“созу = —sen 25 | Fórmula fundamental de derivación número 18. 


Demostración. Si y = cos v, al utilizar la identidad trigonométrica cos v — sen (90° — v) se tiene: 
y — sen (90? — v) 


Al derivar por la fórmula fundamental de derivación número 17 se tiene: 


L - [sen (90° — v)] = cos (90^ —) 99" —) = cos ev» [- 2. 


Mediante la identidad trigonométrica, cos (90? — v) — sen v resulta: 


МУ ан 1-2 cav, LEDD 
di di ёс 


3. La derivada de la función tangente de una variable es igual al producto de la función secante cuadrada 
de la variable por la derivada de la variable. 


Can v) = sec?y A ) Fórmula fundamental de derivación número 19. 





T " T : As sen v : 
Demostración. Si y — tan v, con ayuda de la identidad trigonométrica tan v — se tiene: 
у 


sen у 


cos y 





Derivando por la fórmula fundamental de derivación número 7 se tiene: 


шил уа j-i cosv[cosv 4 |—зеп v|-senv | 
E. m. dx dx 
dx (cos v)? cos? v 
ib cos? v — +sen?y p (cos? y— sen?v) 
dí Е cos? у Е cos? y 





Mediante identidades trigonométricas, sen” v + cos! v = 1 y por sec? v = v se tiene que: 


cos? y 
dv 
‚ —f(1) 
ZR dE Зу? 1089, 
dx  cos?v dx 
182 


http:;//bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 4/10 


14/2/2017 


Bibliotechnia - 


UNIDAD 3 
Derivación de funciones 


4. La derivada de la cotangente de una función es igual a menos el producto de la cosecante de la función 
por la derivada de la función. 


d dv 2 . .. 
2 — (cotv)=—esctv Z ) Fórmula fundamental de derivación 
dx dx número 20. 
Demostración. Si y — cot v, al hacer uso de la identidad trigonométrica cot v — р se tiene 
anv 


1 
{апу 





у= 


Al derivar por la fórmula fundamental de derivación número 7b se tiene: 

















NES NA A PRE. ye |e? dv 
dx | tan?v чын n= tan? y ‹ Wu tan? v | dx 
Es 
Mediante identidades trigonométricas, sec? v — ап? у = 51 Уу también сѕс2у = 1 se tiene: 
cos? v cos? v sen?v 


1 





\ 





- E К. LEDD: 
dx 


sen? v dx 


9-2 dv 
dx dx 


EE 


La derivada de la secante de una función es igual al producto de las funciones secante de la función por 


la tangente de la función por la derivada de la función. 


| Fórmula fundamental de 


d ду 
— (sec v) = sec v tan v— кайр 
ах ах derivación número 21. 


se tiene: 





sec v, al hacer uso de la identidad trigonométrica sec v — 
COS V 


1 
COS v 


Demostración. Si y = 





y =ч 
Al derivar por la fórmula fundamental de derivación número 7b se tiene: 


Mediante identidades trigonométricas, sec v = ——— y tan 
COS у 


sen v dv 
—sen v yor 
cos? y dx 








sen v е 
у---- se tiene que: 
COSV 


0 O E. qus 
cosv cosv dx dx 


2. 
dx 
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6. La derivada de la cosecante de una función es igual a menos el producto de las funciones cosecante de 
la función por la cotangente de la función por la derivada de la función. 


Fórmula fundamental de 


d dv | 
— (csc v) = —cscv cotv — 2552 5 
dx dx derivación número 22. 





Demostración. Si y — csc v, al hacer uso de la identidad trigonométrica csc v — se tiene: 


| 
sen v 





y= 


Derivando por la fórmula fundamental de derivación número 7b se tiene: 








dy 1 d 1 dv cos v dv 
-—|--—3-i. (вей v)=|--37 (Сови) ————— 
dx sen? v | dx sen? y dx — sen?vdx 
Mediante identidades trigonométricas, csc v — ycot v— 2 , se tiene que: 
у у 
Н Y. ous v cot v de L.C.D.D. 
dx sen v sen v dx dx 


EJEMPLOS —— — —— — — — — — — ———— —————e 







: Deriva las siguientes funciones trigonométricas. 


1. y—sen3x 


T y —- беп 3x?) = cos MP (зз?) 


noy = бх cos 3x? 


2. y=cosyl—x? 


deos; d > MALE 
ac eost x )— —sen 1 el 1 xi) 
d 
— (1-13) 2-1 
y! ——sen J1— x? P -- —-—sen J1— x? JE 
20—32) 2 2(1-х2) 


y X sen 41-x? 
41—x? 
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3. y= tan" 4х = (tan 4x) 


ВЭ 


= y — C ааа 4х)?] =3(tan 4х)? 22 4х) 


y! = З(ќап 4x)? sec? 4x (4x) 


-. y'=12tan?4x(sec? 4х) 


x 
ачаа sati 
dx 4 AJ dx V4 
no A l dx 
y = Acs 4| Хас 
эс. аша” 
. y esc 4 
5. y—Nsec 2x 
d d 
—(sec2x)  sec2x tan 2x — (2x) 
Doy (em). dtr rr rag n 
2(sec2x) 2 2(sec2x)? 
yi-- Z see2X tan 2x 
peg 
"у = Jsec 2xtan 2x 


6. у = а csc bx 
ау “4 d d 
== y = — (a csc bx) = а — (csc bx) = a(— csc bx cot bx) — (bx) 
i 7 d — ^d 
y'= —ab csc bx cot bx 


7. y — x sen x 


(x sen x) — x (sen )+зеп х(х) 


8. y=cotx+x 


dy y 4 d undi 5 
* = (cota) + 8 дэ. esc? x + 1 ——(csc? x—1) 


Al usar la identidad trigonométrica cot? x = csc? x — 1, se tiene: 


y! = —cot! x 
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9. y ma 
x 
d d 
X — (cos 2x) —cos 2x — (x) 
d.e (mh at Tcp 
dx 4дх| х x? 
d 
{ жала (M)— ив 2x “Эхэн ded 28 
ус у= xb 
j 2x sen 2x + соѕ 2x 
MEE MN 
10. y — In tan ax 


— Лап ах dx 
ЮМ. а (tan ax) AN sec? ax — (ax) 
E 2-1] L 
tan ax ea Jan ах 2tan ax)? 
y а ѕесах а , 
y = = —5ес ах cot ax 
мапах 2 
11. у= е" ѕепх 
S y-t x sen) = e * 5 Gen x) sen (e p. 


, anl 3 
| y —e * соѕ х + ѕеп х(е Uit COEL ан 


2. y'=e *(cos x — sen x) 


1—cos x 





12: у=1п 
1--с08 x 


ах ах 14-со8 х 








1— cos j 


T 5| 
[1—eos х dx |V1-4-cos x 
14-cos x 

d [rmi] 
А ur dx ll +cos x 
| Leonor d 


14-со8 х 
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(14 cos х)“ cos x) — (1 — cos 3) 7 - Ecos x) 











y. М «05 x u (1 + cosx)? 
> A 1 
41--сов x [rms 
14-со8 x 
(1+ cos X)(sen x) — (1 — cos x)(—sen x) 
y М1-сов х (1+ cos x)? 
41--сов х 


(1— соѕ х)2 
y == 
(l+cos x)? 


І 
, wl-cos х |(1-- cos х)2(ѕеп х + sen--cos X --sen x — sen-x-cos x ) 


y “АЇ--сов х 


2(1 + cos x)? (1 — cos x)? 


| 00 (Lees x) (Z sen x) sen x sen x 


С Z(lxcosx)7(0—cosx) (14 cos х)1—созх) 1-сов х 


: 


no 21 
y = 2 m 
sen? х sen х 








- y -—cscx 


2 ө». Deriva las siguientes funciones implícitas. 


1. coty=x-—y 


d d d 
— (cot = — — cus 
(cot y) 7 (x) | (y 


dx 
esci y D 9 
dx 
ЖИИ Е. E 
ах dx 
dy 
Ses у= 
p esc? y) - 1 
К. — A MM 
dx (1—csc?y) -(сксС2у-1) —cot? y 
йу. a 
A 
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2. senx+cosy=e? 


L isen х)+ “(соз y)= Lie) 


cos х Сету) e © 
ida D ud 
с ow dx 
e2 уту cos х 
— (—e* —sen у) = —cosx 
dy _ —cosx _ —COS x 
dx —e'—seny  —(e"--seny) 
dy COS X 


3. ху — sen xy = xy? 


Try) = 00) 


юэ x yn cos viw) xps y 


ы Би? эн | (х)|=3ху? у 
92 үху- falo: Seal 3ху? Dey 
х2 9 -хоовху 2 —3ху' - y + y cos xy —2xy 


EE cos xy — 3xy?) = y? + y cos xy — 2xy 


| . dy _ y *ycosxy—2xy 
Uo ах x!—xcosxy— Зху? 
*:Aplicando la derivación logarítmica, determina la derivada para las siguientes funciones. 
1. ус жт" 
In y = In x*?* = sen ax In x 


Тай y)= Lisen ax In х) 


5 Z — sen ax (n x)+ In x (sen ax) 
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l dy 
c E In dixit 
y d sen ax |+ x cosax- (ax) 
1 ur е УЧЕЯРЕ 
y dx 
dy sen ax | 
— =y +a In x cos ax 
dx х 
хела уа Inxcosax] 
dx х 


2. y= (cos 21) 


In y = (cos2x)* — x In cos 2x 


fa у= In cos 2х) 








dx 
5 Sn (cos 2x)) + In (cos2x) 4) 
: Doa -. x | (сов2х) + In (сов2х) 
l dy х 4 
з шэг sen 2x) 25 (22) + In (cos 2x) 
1 dy_ A НИМИ ва (оошу) 
y dx cos 2x 
Sy 2x tan 2x + In (cos 2х)) 
dy 
хм 69629 (n (cos 2x) —2x tan 2x) 





Fórmulas fundamentales para derivar funciones trigonométricas inversas 


Teniendo presente el concepto de función inversa, obtendremos las fórmulas para las derivadas de 
funciones trigonométricas inversas. 


1. La derivada de la función arcoseno de una variable es igual al cociente de la derivada de la función 
dividida entre la raíz cuadrada de uno menos el cuadrado de la función. 


d 
4 — (arcsen v) — dx Fórmula fundamental de derivación 


М1--у? número 23. 
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Demostración. Si y — arcsen v, es decir, v — sen y. Al derivar implícitameme con respecto a v, 
resulta: 


sen у= у 


“(еп » Em 








dx 
dy 
cos y — —1 

“dv 
dy 1 Sustituyendo la igualdad en la regla 
dv col y de la cadena, se tiene: 
dd» d 
dx cosy dx 


Mediante la identidad trigonométrica sen" y + cos” y = 1 y al despejar el coseno de la ecuación 
anterior se tiene: 


cos? y = 1— sen?y 


cos y = J1— sen?y 


Al sustituir en la ecuación de derivación, resulta: 


- NN .. 
dx  Jl—sen? y dx 
Como sen y — v, entonces al sustituir se tiene que: 
dv 
 — A E. TEEN 
dx 41—v? dx -y? 


2. La derivada del arcocoseno de una función es igual a menos el cociente de la derivada de la función 
dividida entre la raíz cuadrada de uno menos el cuadrado de la función. 


dx Fórmula fundamental de derivación 
2 número 24. 
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Demostración. Si y — arccos v, es decir, v — cos y. Al derivar implícitamente con respecto a v, resulta: 











cos y—v 
d d 
[таны y)= 4, 0 
—sen y dy =1 
"dv 

E ааг Sustituyendo la igualdad en la regla 
dv  —seny sen y de la cadena, se tiene: 
a. vr m 
dx sen y dx 


Mediante la fórmula trigonométrica sen? y + cos? y = 1 y al despejar a seno de la ecuación anterior 
se tiene: 


sen? y —1— cos? y 


sen y = J1— cos? y 


Al sustituir en la ecuación de derivación, resulta: 


Hy E dy 
dx Jl—cos? y dx 
dv 
-— | dy 1 dv dx 
Como cos у = v, entonces, al sustituir se tiene que: — — ————— — ———-4* _ [ср р. 
: 1 dx yl—v? dx J1— v? 


. Laderivada de la función arcotangente de una función es igual al cociente de la derivada de la función 
dividida entre uno, más el cuadrado de la función. 


— Fórmula fundamental de derivación 
Ж a número 25. 





Demostración. Si y — arctan v, es decir, v — tan y. Al derivar implícitamente con respecto a v, resulta: 


tan y — v 
d d 
— (tan у) = —(v 
s PT. 
dy 
24 -— 1 
— 
dy 1 Sustituyendo la igualdad en la regla 
dv sec? y de la cadena, se tiene: 
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Mediante la identidad trigonométrica, sec^y = 1 + tan^y como: 


dy 1 dv 


dx sec? y dx 





al sustituir el valor del cuadrado de la secante en la ecuación de derivación, resulta: 


dy 1 dv 


dx  1+tan? y dx 


Como tan y = c, entonces, al sustituir tenemos que: 


4. La derivada del arcocotangente de una función es igual a menos el cociente de la derivada de la función 
dividida entre uno, más el cuadrado de la función. 


dv 
d |. dx Fórmula fundamental de derivación 
—-(arccot v) = ——"9 2 
dx 14v nümero 26. 


Demostración. Si y — arccot v, es decir, v — cot y. Al derivar implícitamente con respecto a v, resulta: 
cot y — v 
d d 
— (cot y) = — (v) 
dv dv 


dy 








— cse? y2 zd 
dv 
dy - І эрэн ! Sustituyendo la igualdad en la regla 
dv  —cscy — csc?y de la cadena, se tiene: 
M 1 Y 
dx — cscy dx 


Mediante identidad trigonométrica esc? y = 1 + собу, al sustituir en la ecuación de derivación resulta: 


dy г dv 


dx — dco y dx 


Como cot y — v, entonces, al sustituir se tiene que: 


L.C.D.D. 








и... 
dx 
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5. La derivada del arcosecante de una función es igual al cociente de la derivada de la función dividida entre 
el producto de la función por la raíz cuadrada del cuadrado de la función, menos la unidad. 


dv 
d dx Fórmula fundamental de derivación 
— = (arcsec v) = Р 
dx va/y?—1 número 27. 


Demostración. Si y — arcsec v, es decir, v sec y. Al derivar implícitamente con respecto a v, resulta: 


sec y—v 
d dv 
Pns y) = — 
2» 
y 
sec y tan y— = 1 
dv 
dy _ 1 Sustituyendo la igualdad en la regla 
dv  secy tan y de la cadena, se tiene: 
dy 1 d 


dx  secy tan y dx 
Mediante la identidad trigonométrica tan” y = sec? y — 1 y al despejar tan y se tiene: 


tan? y = Jsec? y—1 


Al sustituir en la ecuación de derivación, resulta: 


AP R- 
dx  secyysec? y—1 dx 
Como sec y — v, entonces, al sustituir se tiene que: 
de 
A A 


6. La derivada del arcocosecante de una función es igual a menos el cociente de la derivada de la función 
dividida entre el producto de la función por la raíz cuadrada de la variable al cuadrado de la función menos 
la unidad. 


dv 





d di Fórmula fundamental de derivación 
Р eme W=- w número 28. 
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Demostración Si y — arccsc v, es decir, v — csc y. Al derivar implícitamente con respecto a v, resulta: 


CSC у= у 
а dv 
dy» 
— csc y cot у =1 
“ду 
dy _ 1 Z 1 Sustituyendo la igualdad en la regla 
dv  —csc y cot y csc y cot y de la cadena, se tiene: 
M NEN. 


dv esc y cot y dx 
Mediante identidades trigonométricas, como: 
cot y = csc? y — 1 y cot у= Jcsc? y — 1, al sustituir en la ecuación de derivación, resulta: 


dy 1 


d _ 4 
ах csc y esc? y 1 dx 


Como csc y — v, entonces, al sustituir tenemos que: 














de 
M EN. NY BOB 
dx vy v? —1 dx vyv?—1 
EJEMPLOS 
*Deriva las siguientes funciones trigonométricas inversas. 
L y=arcsen Vax 
4 (ах) 
JN 
a_t ax — 
ФУ — y — 4 (азе vax) dx == Зар > 
ET E 
a 
2 
2. 2(ах)? _ а 
"Мах Q2Wax4l—ax 
y = - 
^^ 2Мах-а2х! 
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x 
2. y=arccos — 
2 c 1 
2 y - P хов ]- - EL - — 32 
dx dx 2 1 | 1 х? 
E 
1 1 
y 2 эг 2 
4 44-38 
4 2 
у= 1 
4—x? 
3. y — arctan 2x d 
—(2x*) 24 
dy , d d^ 7. 4207) 
— — y' — — (arctan 2x? 
а 15140328 dax 
1 4x 
y 14+4x* 
4 y=arccot + 
a а (х 1 
Ф y A ссох} 0а) а 
d а "a ЗГ зог 
Ht iH 
a a 
1 
-—C -— a? 
"E dix aq 
:- 
1 
5. y=arcsec — 
* =: ЖШ , = [ar «1 - ЧЫЧ. L 
de > ^ E mE 


4, 
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6. y — arccsc mx 


4 (тх) 

dy + q _ k 
E E 

РИМИ: 

pmi /т2х2-1 
1 
Eo nm 
" xVm?x? —1 


1: y=30 arcianx+ In (х? +03 









































9 y S (Ls m 225515 
dx y кщ ыы шый; ale” 
; WM yd & s 1 1 а, 1 1-1 
---|Х3--(аг! arctan x — -= ын 1)|-Qx 
y З ас (7ай х) + rara? < ) 
d 
=x) 
1_ 1| 3| ах 3-1 ! 1 2-1 2x 
=> arctan x(3 - 2Х“Э|--г 
e dl їнэ ЭГ Г кулди С 
Е E pal 2E 
7—3 nz 60241) 3 
3 
1__X Zarcianr4 _—— E 
IA 3 
y E) arctan x + (141) 
3(14-x2) 
y А 8390 arca ££ х _ Kx (Le?) arctan x 
‚ 31+?) 3 04-57) 


y! = x? arctan x 


8. arccos (Xy) + 3 + Sy” = 2a 


d 294.2 (332) 4.5 459)... 
g (иссовх NA Gr Эд 09-409 


огу) 


Л —(х?у)? 


4 (х?) 


а 
24 
x (у)+ у | 


ІП —х*у? 


196 


dy 
46х-10у---0 
y dx 














dy 
+6x + 10y—=0 
x »1 
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dy 
EN 
х2-5-4-2ху А 


ESF Феу 
29 yen –х*у? + юу® ji y 
— : — ———— — Ny! 
2 10у fi ey? —2xy- 6x 1 - x*y? 
2 (loy ix -а2)-2ху-6х/Л —x*y! 


dy 2ху—6х\/1— х*у? 
ах 10у/1—х*%у?—х? 





EJERCICIO 15 


1, En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas y socializa tus respuestas. 


аныш |. ¿Cómo se determina el valor del número e? 
correspondientes 
: 2. ¿Cuál es la base del logaritmo natural? 
Competencias 5 8 
шинээ 3. Explica cómo se relacionan los logaritmos naturales y los comunes. 
aora 4. ¿Por qué las funciones logarítmicas y exponenciales son inversas? 
5. Demuestra las fórmulas fundamentales de derivación para: 


a) Funciones logarítmicas y exponenciales. 
b) Funciones trigonométricas directas. 


c) Funciones trigonométricas inversas. 


1. Determina el logaritmo natural de los siguientes números. 


a) 5 d) M g) 34 p 385 
b) 7 e) 18 h) 76 k) 694 
c) 9 p 29 Ð) 123 D 1956 


Ill. Determina el logaritmo comün de los siguientes nümeros. 


a) 48 d) 469 g) 7580 

b) 92 e) 851 h) 13975 

с) 217 f) 1024 i) 68402 
197 
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3 UNIDAD 


CÁLCULO DIFERENCIAL 


....................................................................................................... 


1. 


10. 
11. 
12. 


20. 


21: 


y = In (222 + 3x — 5) 








4х 
= lo rd 
y ds 
ys 
y=2e" 
y = (е) 
у= (04-2) 
у= 1а E а 
Е а? + х? 
у= (Vx? 2x) 
y — In (€ + 1) 
y = In^ (х) 
y = In (7 + 3) 
y = log 5 
у= ювү2—х 
x?-1 
a 
ym 
y —logxyx—1 
y—x log x 
у= 
у= а 
2 
у= = 
у= юв — 
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22. 


23, 


24. 


21. 


29. 
30. 
a 


32: 
33. 


34. 


35. 


36. 


Sys 
38. 
39. 


41. 
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_ In(ax) 
ax 
ё-1 
y= 
^o e+] 
[=] 
y=1 
ех —1 
ye -8| 
а 
y 2 xe? 
у=а?-% 
j-497 
y = log (1+e?*) 
у= е“ 
у= аў 
у=1п (ахуа — x?) 
у= In (xe) 
е?х —# 2х 
у=-——— 
х e): +е 2x 
el 
y= ü 
х 
y—e** In yx 
y= 10° log х” 
y = (ae)* 
y=3 
y= [21 
P A 2 
ya? + x? 
y= In |= 
х 
198 


42. 


43. 


44. 
45. 


46. 
47. 


48. 


49. 


50. 


Sk 


52. 


33: 


55. 


56. 


ST: 
58. 


59. 


IV. Encuentra la derivada para las siguientes funciones logarítmicas y exponenciales. 





y Ina? —х° 
А х 

у= е +1 

у= (In xy 
y-("»" 
y=ylogx 

y = 10e* log x 
»-u| == 
А x—bx 





a—x 
а+х 


у= (1+2) 1а 
Б) 
у= — 
X 
WW 


у= (+7122) 





y = е In (е) 
cdi 2—3x 
Уг-ЮБү24-3х 
In (Ja bx) 
ni a— bx 
y =10" 


y == (275 ey 
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........................................................................................................ 


У. Aplicando la derivación logarítmica, encuentra la derivada de las siguientes funciones y com- 
prueba los resultados por medio de la derivación por fórmula directa. 


VI. 











Bibliotechnia - 











UNIDAD 3 


Derivación de funciones 





1. y =з 9. y=* 15. y-x* 
х 
yal 10. y=Inx/l+x? 16. y=(1-4x2)6 a? 
2: y to | 
= х+а ду? 
п. у= (422) 17. y—ln qx UEM 
у= In (22 + 2) UE 
ll 
4. у= (х) 12 усан 5 18. y= ya + bx 
: 4 р хь + ax 
5. y=(x)2 
13 »- 8282 НЫ y BEE, 
6. у= ха + bx) Нь (x—3Xx —4) pa +2? 
... hs (14%) 
7. y=(1-2X) м. y LEMA) 20 y 29x 
8 у=” ^70 (DG 2) ^" 420—3x 
Encuentra la derivada para las siguientes funciones trigonométricas directas. 
L y=seny1+x? 14. y -2x cos x 26. у = 10" ѕеп х 
2. у= cos ar MS iX 14 sen 2x 27. у= сѕс? 2х 
y—tan үа? –2? 1—sen 2х 28. у= e'(sen 2x + cos 2x) 
4. y— cot x! 16. у = ѕеп 5x cos Зх 29. y (ап? (e?) 
5. y—a sec% 17. у= ( sec dx) 30. y = In cot ax 
а 18. y= c" cos 2x 
31 _ зоп2х 
6. у= үсѕсах 19. y — еЎѕепух ` 4 
zs 32. y — x tanx 
E posee 20. y — Incot- 
a 
1 33. _ 1+ ѕепх 
8. у= 398° 2x Е us |—sen х 
21. y patata 
L. 14:1ал х 
9. y—Jtanax === 34. у= m: 
22. у= п — 
10. у={/сзс2х l+sen х 
4 23. y =ax— cos bx 45: үс 1+ cosx 
Tk y= 1 —cosx 
cot ax » 
24. у= —соѕх 2 
12. y=2rtan2x 2 36. тээг? 
4 -- sen 2x 
tan ax sen 2x 
13. у= 25. y= 
em cos3x 37. у= cos (Inx?) 
199 
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3 UNIDAD 
САСЦО DIFERENCIAL 
38. y= acos x 
39. у = csc 2xcot 2x 
40. у = Іа sec? 3x 
tan? ах 
41. = 
^ Фаг 


2. 
3, 
4. 


3. 
4. 


8. 


9. 


10. 


a 

y = (sen ax) 

y = (tan х)е" 

y = (sen yr 

, scan ca as 
: csc? ax 


y = arcsen (ах? + bx + c) 


х 
у--3 arccos — 
T 4 


y — x arctan x 


y — arctan 2x 4- arccot 2x 


qa) 
y = —arccot| — 
^ a 2 





y = агсѕес 44 -- x? 


y — arcsen (cos 2x) 


y—Aarsen? 4 xA e 
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42. y—d'csc ax 


43. у = sec! 2х 
44. у= ү1+ѕес2ах 
45. у = сѕс? 2x 


2 
& j= tan^2x 


фы $ Г" 
: с8СХ 


y = (tan 2x)* 
9. у= (In ax" 


10. у = (ѕеп xf 


11. 
12. 
13. 


14. 
15. 
16. 
17. 


18. 


200 


ҮП + sec? 2x 


1 
46. у= х? sen— 
3 


47. у= (ап (x + 3x) 
48. у= X sen 4x 


49. у = sen (а + bx) 


VII. Aplicando la derivación logarítmica, encuentra la derivada de las siguientes funciones y comprueba 
los resultados por medio de la derivación por fórmula directa. 


П. у= (соі х) 

12. y = (cos х)? 

13. у (In sen х)“ 

ecos 2x 


14. у = (In cos ax) 


15. у = (tanax)^* 


16; ус нэх 
х + cosx 


VIII. Encuentra la derivada para las siguientes funciones trigonométricas inversas. 


y =xarccos x + у1—х° 
y — x arccsc ax + Ja? — x? 
y — x arccot x + In (41-32) 


x 
y =xya? — x? + a? arccos— 
a 





x?—a? 1 x 

y= 512 - 

х а а 

- х, x?—4 
е 3 2 x 
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......... 


26. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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3-3 
4 х 
2ax 
= lt n 
нн 4 1—4a?x? 
1 i arctan x 
у= —lIn 
шин. 1-х 2 
y WI ү Arcsen x 
S 2 2 
y — x arctan 5x — iind +2507) 
yag 
y = X arctan 2х 


1 
у------- 
^  arcsen 2x 


27. 


28. 
29. 


30. 


3%. 


UNIDAD 3 
Derivación de funciones 

y = arcsen (e *) 
y= Inlareseny/x) 
y = (arctan 2x)* 

х Ж 
y-lN2- x? + n= 
"72 T IR 
у= 43x? —1 —arctan y3x? —1 


2 y —arccsc үх 


‚_ X arcsec Зх 


e? 


y = sen ax arcsen ax 


IX. Encuentra la derivada para las siguientes funciones implícitas. 


1. 


= œ p 


9. 
10. 


Q Verifica tus resultados en la sección de respuestas. « . . . . . 


arccos 2х = e” + 2y 

х? sen y + Зх? = arctan y 
In (sen 31)? — e” + arccot y 
arccos (x + y) = arcsen xy 


5х + Зу = 2 sen x + 4 cos y 


EE 


X sen y + x = arctan y 


Xy 


E. =x In (xy) — a 
X 


3xy! — cos 2ху = 0 


e tanx — e'cotx = 0 


201 
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11. 
12. 
13. 
14. 


15. 


16. 
17. 
18. 
19. 


cos(x + y) = In(Jx? + y?)-6 
arcsec xy + аб? + y) = b 
e” sen y + In (xy) = xy 


In cos (x — y) = xy 


xcos y — ye = im Y 
иб E 

X соз y = sen (x + y) 

cos 2y — tan 3x 

X sen y + 2x cos y — 2seny — x 


cos 2y — cos (x + y) = а? 


3 sec*2y_, 
2 sen 3x 
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3 UNIDAD 


САСЦО DIFERENCIAL 


Derivadas sucesivas 


Se ha establecido que la derivada de una función es también una función y que puede ser a su vez deriva- 
da, si de la misma manera se continúa con el proceso tenemos que la derivada de la primera derivada se 
denominará segunda derivada de la función original, la derivada de la segunda derivada se llamará a su vez 
tercera derivada y. así sucesivamente, hasta la enésima derivada, el proceso anterior se denomina derivación 
sucesiva de una función y las derivadas que se obtienen son derivadas de orden superior de una función. 


Ejemplo 


Si y = х* + 5х7”, entonces: 


—4x' + 10x } Primera derivada 
у” = 12x +10 } Segunda derivada 
y" = Ar } Tercera derivada 
F= } Cuarta derivada 
yg -8 } Quinta derivada 


Notación para las derivadas sucesivas 


Por lo general, la simbología que se emplea para indicar las derivadas sucesivas de una función es: 


d'y 
dx" 





Enésima derivada 





=$") 


2. =y'= f(x) | Primera derivada 
ау : 
сат = у" = f"(x) Segunda derivada 
а?у т т : 
дэээ f"(x) Tercera derivada 
d*y (4) — ро) Cuarta derivad: 
E y* = f'9(x) uarta derivada 
dy 9. p» i : 
y = уб) = fox) Quinta derivada 


202 
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UNIDAD 3 
Derivación de funciones 
per 
*Encuentra la tercera derivada de la función у = 4x — 6х? + 8. 
Al derivar se tiene: 
dy , d d d 
2 -yo4-—(3)-6— (2)4-— (8 
zc ез к^ A ) 
y -4(3х71)-6(2х77) 
У-12х2-12х } Primera derivada 
y! -127-62)- 12 () 
у"--12(2х2:1)-12 
у!-24х-12 | Segunda derivada 
4 4 
" —24— (x) - —(2 
y 3, 9 x^ ) 
y" = 24 } Tercera derivada 
2 e* Encuentra la segunda derivada de la función s = 1 + 21. 
Al derivar se tiene: 
d 
(42H) 
Ly E ren) E e M 3E Primera derivada 
! 204203 Zara: VI+ 
4 
0 4-21) 
» “| 1 | 1 d JI E 124 
5" = — ———————À —(y1+ 21) =- AM 
”-- i > A — ЗЕР Segunda derivada 
022) | а4202| +20) 
X „2 


= 





e- Encuentra la segunda derivada de la función y= E 
а-х 


Al derivar se tiene: 


А (ах) ar — x) - (a? 7) 7 ага) 





/ d ES 
dxl a—x 
| (а-хХЗах2-2х)-(ах!-х2Х-1) 3a?x?—2ax Зах? 42x? 4 a? — x? 

i (a —x?) ” (a—x)? 


(a—xy 


29. КЕШЕ, ТЕ 1x2 
y. ES € ле TX | Pri халаа 
а-х 
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З UNIDAD 


САСЦО DIFERENCIAL 


„n 4|Зах2-2ах-2ах!-х? 


ах (a — x} 
(аху £ Bax? — 2ax — Зах? +1) Gabi — 2ax— Jac +12) 7 (а--хр 
=— r 
[(a—x)] 


(a — x (6a?x — 2a — бах? + 2x) — (3a? x? —2ax — 2a? + x?)2Ya — xy! La-a) 


(а— х)* 
ў (a? — 2ах + х?)(ба?х — 2а — бах? + 2x) — (За?х? —2ax —2ax? --х2Х2Ха-хХ-1) 
(a—xy 


Al efectuar las operaciones indicadas resulta: 


ис бах — 2а? —12aà?x? + 2а2х + 8a? ? + 4ax* 


Segunda derivada 
(a — x)* 


Д ее. Encuentra la tercera derivada de la función x? + y = r°. 


Al derivar se tiene: 

















la ай-й са 
z 0. ==) 
dy 
2x4 2y = 
+y 
зуб? ж, 
ах 
dy -2х х | Primera derivada 
ф 2$ у 
d d 
| dy d [x Ya ERO) € 
аен y 
2 3 2 
2 ЇР ЖЭ у- | pur 
ER ИИ ЧИИ Mises ПИН Р ШЕ 
ах? y Р y 
2 2 2 
i-o -= | Segunda derivada 


SUE exi clin nia TE, ЕС 
y «9 +x2)-—(y tx) On) 
(у?) 
dy | dy 
y3|[2y — + 2х |-3y? — (y? + x? 
»[n2. ть авы 


аз d| y 





dy d piel. 








Фу 
de 


y 
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UNIDAD 3 
E 














dy dy 
ATA — y — 342,7. 
Фу -Р ЗЭ Зу de 3x Y 
de y 
3 HY aua dY Da уал 
dy — 2y y di ay _ PF хэ +3x*%y") 
de y y 
3 3 2 2 
стши „ЖШ. жы! НЕЕ. | Tercera derivada 
dx y y y 


5 es: Encuentra la segunda derivada de la función у= x/1— х2. 


Al derivar se tiene: 

















dy d d 
у = (а-а) (М2) 1—22 —(х) 
Laa) Li 
y — x|-dX Éitv-2-x |+у1—х? 
201—2) 2 Z-z?) 
Ju =x E l ае Ра) 41-а 
41-х2 1 41-х7 41-32 
2 
y- "Uu blu Primera derivada 
pa “= 44-25)- Ad Ми) 
p (лаў 
Las) 3 
Л-а2-44-40-256)525 4 fio E, 
” 20—32)? 21-х2) 


r= (1-12) (1-12) 
2 2 2 
AA x(1—2x^)  —4x(1-x*%)+x(1-2x”) 
жы уйл. HA 


0-2) (1—22) 
y -4х-4457-х-25) 2х 3x 





3 3 » 
(12252 a-p} Segunda derivada 
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З UNIDAD 


САСЦО DIFERENCIAL 


б e*-Encuentra la segunda derivada de la función y = e' sen x. 


Al derivar se tiene: 


y y e* “(зеп x) sen x7 (e*) 


dx 


>| 


y! =e" cos x +e* sen x = e(sen x + cos x) } Primera derivada 


y" = —(e* dpa Л Р sen x) — e* ауд аа xe cet Sen x) sen (e*) 


y" — —ехвеїх +e" cos x+e* cos x etsen 


y'—2e'cos x } Segunda derivada 


са 


7 Өе-Епсиешга la tercera derivada de la función у = In cos 2x. 
Al derivar se tiene: 


-y- 24и cs 2х)=——- 4 ge 2x) 


813 


Е НЧЫ Тайгын ыў y RE _ -2 tan 2x | Primera derivada 
cos 2x dx 0s2x 


y! =4-—( tan 21) =2 500? 217 x) =—4зес?2х ) Segunda derivada 
y "nl -4(8сс 23] - 40sec 21E — (sec 2x) 


y" — —8 sec 2x(sec 2x tan 2x) Qx) 


y" — —16 sec? 2x tan 2x | Tercera derivada 


Ф». Encuentra la segunda derivada de la función у= авлаа 7-5 


Al derivar se tiene: 











d t 
2-У-2| (1 8 dxli-x 
dx dx 1-х T ЯН 
1—4 
а а 
8-3) JEFA 0 
у= (1— x} 


(+x)? 
(1—х)? 
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f 


(1— х0) — (1-х) – С) 





ZA +x) 0» 


"(AAA 


UF 
27 1 





= ! + 
. dxl14 x? (14-2? 


Bibliotechnia - 


4 
dx 


2)= 


(+x 





| Primera derivada 


UNIDAD 3 
Derivación de funciones 
_ 1— X -14- € __2 
1-2х-4-52414-2х-х2 2+2:? 
RE Segunda derivada 
(1+ х2)2 














EJERCICIO 16 
x 1, En equipo, encuentren la segunda derivada para las siguientes funciones y en plenaria discutan 
: sus resultados. 
Escribe los nümeros 
correspondientes 2 4-x T 3 4 2 
Ээ . Уу-44-х 
Competencias 2—x y 
> 12. y=0c0s (1—2) 
Competencias 2. y=y4+x 
: 13. у= уѕеп 2х 
4 эс Sa? , 
3. к= 14. y-sen (2х—3) 
4. у- 2х 15. у= 400571 
ух! 
5. y =4 Е 
е: AIR 16. у= 9 все 
6. 3X + 2рху + 5y =a І 
17. у = ов Зд? 
7. у+22у =b 
18. у= 1п(х+ 3) 
8. = 2-3 2 
A — 19. y= 
X +4xy = 32 
” 20. у= xd 


10. 


х +2ху+у +5 = 0 


Il. Encuentra la tercera derivada para las siguientes funciones. 





........................................................С. 
© 


1. y=vVa—bx 
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у=х\уа?—х? 
y — 4xy = 16 


x – Заху +y = № 


у= Ya — bx 
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3 UNIDAD 

САСО DIFERENCIAL 

. 1 15. у = агсѕеп е" 

5 8 у---с : 

. - x—3 | 

= А 16. у-ю | 

e 9. y-x —4x - 8 х 
10. у-3х-2Х-1 17. y=x-—logx 
11. у-с In() 18. y ^ xIn (x) 
12. y=e “senax 19. у-ах + bx c 
13. у= № (4/1 х2) 20. у= (6 — 3) 
14. у= е 


IIl. Encuentra la cuarta derivada para las siguientes funciones. 


1. у= 5! + 302 -x 
2. у= 4/36 х2 

3. у= аглап Vx 

4. у= е" 

5. у= е? соѕ Зх 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. « » « +» + "m 2 
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Autoevaluación 


1. Encuentra la derivada de las siguientes funciones y determina el valor de y para el valor dado 


de la variable. 


1 
а) у= [SS] cuando x — 9. 
С 7) 





b) y=3x?— 9 Нийлэг 
d x— 3 


с) у= (3и3)4) 2и +9 cuando v = 2. 


. Resuelve las siguientes derivadas de funciones compuestas aplicando la regla de la cadena. 





"d 
a) y= 164 donde = +35 
ү ү 4+и 1-х 


b? —u$ 
b) у= —— —— donde u — 4x 4-4 
x 5-Lu6 


dy 2-2 А a 
. Encuentra p para las siguientes funciones implícitas. 


a) 7x? - 84 xy -12y? 





с) 2у?х = x? +9у> +7 
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3 UNIDAD 


CÁLCULO DIFERENCIAL 


4. Encuentra » para las siguientes funciones logarítmicas y exponenciales. 


ч, Іп 15х 
7x3 





a) y 
b) у= (& =й) 


c) y =1logle* 4 6x +3) 


5. Resuelve las siguientes derivadas de funciones trigonométricas. 


3sen5x 
у 

cos 5x 
b) y — 35ec l0x 1 — cot? 10x 


esc? 10x 


6. Encuentra la tercera derivada de las siguientes funciones. 


а) y=e%* cos 15х 


b) y =5arctan /100x 


210 
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Análisis de funciones 
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Evaluación diagnóstica 





1. ¿Cuándo decimos que tenemos un máximo relativo de una función? ¿Y un mínimo relativo? 


2. Determina los puntos de inflexión para las siguientes funciones. Traza sus gráficas corres- 
pondientes. 


a) y=x*-2x?-8 


b) yx? - 3x? +7х+1 


3. Menciona dos aplicaciones del uso de derivadas. 


4. Indica si las siguientes aseveraciones son falsas (F) o verdaderas (V) 


a) La diferencial de una función es igual al producto de su derivada por 


el incremento de la variable independiente. x) 

b) e Ay Es una forma de expresar una diferencial. САЙ 

с) d(cv) = vde ( =) 

d) dy = Ay si el incremento de la variable independiente dx es muy pequeño. СЯ 
212 
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Análisis de funciones 





Propósito de la unidad 


Que el estudiante: 


—À7Á 


a^ 


Conozca y utilice las aplicaciones geométricas de 
la derivada. 

Identifique, mediante su gráfica, el carácter cre- 
ciente y decreciente de una función. 

Conozca el criterio para indicar el carácter cre- 
ciente o decreciente de una función. 

Identifique y aplique los métodos para determinar 
los máximos y mínimos de una función. 
Identifique los puntos de inflexión en una gráfica. 
Conozca los criterios para la concavidad de una 
curva. 

Aplique las reglas para encontrar los puntos de 
inflexión y el sentido de concavidad de una curva. 
Calcule el valor de las diferentes formas indeter- 
minadas del cálculo infinitesimal. 

Conozca la definición de diferencial y la interpre- 
te geométricamente. 

Conozca y aplique las diversas fórmulas fundamen- 
tales para determinar las diferencias de funciones. 


тоо Contenidos que aborda la unidad 





Competencias disciplinares 


1. 


* Aplicaciones geométricas de la derivada. 
* (Carácter creciente y decreciente de una función. 


Construye e interpreta modelos deterministas 
mediante la aplicación de problemas algebraicos 
y geométricos para la comprensión y análisis de 
situaciones reales o formales. 

Propone, formula, define y resuelve diferentes 
tipos de problemas matemáticos, aplicando dife- 
rentes enfoques. 

Propone explicaciones de los resultados obtenidos 
mediante procedimientos matemáticos y los con- 
trasta con modelos establecidos con situaciones 
reales. 

Argumenta la solución obtenida de un problema, 
con métodos numéricos, gráficos y analíticos, 
mediante lenguaje verbal y matemático. 

Analiza las relaciones entre dos o más variables 
de un proceso social o natural para determinar o 
estimar su comportamiento. 

Interpreta tablas, gráficos, mapas, textos con sím- 
bolos matemáticos y científicos. 








е conceptuales 
* Máximo y mínimo de una función (primer método). 
* Puntos de inflexión y sentido de la concavidad de una curva. 
* Máximo y mínimo de una función (segundo método). 
* Velocidad y aceleración en un movimiento rectilíneo. 
* Problemas de optimización sobre máximos y mínimos, áreas y volümenes. 
^ * Formas indeterminadas del cálculo infinitesimal. 
7. * Diferenciales. 
Contenidos * Notará las diferencias entre máximos y mínimos en una función. 
procedimentales *  Identificará y determinará los puntos de inflexión en las funciones. 
+ Resolverá y argumentará problemas relacionados con la aplicación práctica de las derivadas. 
*  Identificará la diferencial. 
* Resolverá problemas aplicando la definición de diferencial. 
\ : ^. N 
'Conlénidos * Expresará ideas al analizar diferentes tipos de funciones. 
actitudinales * Colaborará con sus compañeros al resolver problemas. 


» Aprenderá a valorar el trabajo de sus compañeros al resolver problemas. 
* Contribuirá con ideas de manera crítica y acciones responsables a la hora de trabajar en equipo. 
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Aplicaciones geométricas de la derivada 


El principio fundamental que reglamenta las aplicaciones del cálculo diferencial a la geometría dice el 
valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la pendiente de la tangente a la curva 
en aquel punto. 


Dirección de una curva 
510 es el ángulo de inclinación de la tangente y por definición т = tan 0, entonces la dirección de una 
curva en cualquier punto se define como: 


dy 
— = tan 0 = P(x, 
an m en P(x,y) 


Si la dirección de la curva es paralela al eje de las x, la tangente es horizontal y el ángulo de inclinación 
0 = 0°, entonces йу = tan 8? — 0. 
dx 
Si la dirección de la curva es perpendicular al eje de las x, la tangente es vertical y el ángulo de incli- 
nación 0 — 90°, entonces л = tan 90? — oo (se dice que la tangente del ángulo no está definida, o bien, 


que la tangente se hace infinita). 





Los puntos В, D y F en la figura representan tangentes horizontales, mientras que los puntos A, С, E 
y G representan tangentes verticales. 

El ángulo que existe entre dos curvas que se intersectan en un punto común es el que se forma por las 
tangentes en dicho punto; para encontrar los ángulos de intersección entre dos curvas se emplea la fórmula 


Si tan 0 > 0, el ángulo de intersección es 0. 
Si tan 0 < 0, el ángulo de intersección es 180?— 0. 
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EJEMPLOS 





Dada la curva у = х? — 2x^ + 3, determina: 
a) La inclinación de 0 cuando x = 1. 
b) El ángulo 0 cuando x — 3. 
c) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela al eje x. 
d) Los puntos donde 0 — 45°. 
€) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a la recta 3x — 4y — 8. 


Solución 
a) j235—2243 Cuando x — 1, tenemos: 
=3(1} —4(1) 
dy ax ” 
da TEN —4x MESS 


т--3х2-4х 


La inclinación de 0 cuando 


AA x=1es de 135°. 
0 = arctan ( — 1) 
9 —135* 
b) Si m—3x? —4x cuando x — 3, tenemos: 
m = 3(3)? — 4(3) 
т--21-12 La inclinación de 0 
m=15 cuando x = 3 es de 
86711709”, 

0 = arctan т 
0 — arctan (15) 

. 0 — 86°11'09” 


c) Sila dirección de la curva es paralela al eje x, entonces () — 0^, es decir, A = 0, por lo tanto: 


67 ад. 3x-4=0 
dx 
3x? —4x=0 3x=4 
x(3x-4)=0 „=$ 
Хү-0 
215 
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Cuando x = 0, se tiene: Cuando x = E se tiene: 
y=x—2x?+3 -2x343 
у= (0} —2(0»? 4-3 


4-3 - 


Уу, = 2694 32 
"2 9 
_164+96+81 
27 
59 
E О] 
4 49 
Los puntos donde la dirección de la curva es paralela al eje x son P (0, УР zl 
d) Si 0 = 45°, la tan 45? — 1, entonces Ss, por tanto, tenemos: 
m 2-4х 
ах 
31? —4x=1 


3х2-4х-1-0 | Porla fórmula general para ecuaciones cuadráticas se tiene: 


_ Ax 16— SUM -1+76112 _ 45.29 








6 
gm pom. nii 
6 6 
Cuando x — 1.548, se tiene: Cuando x — —0.215, obtenemos: 

y-i-2x 43 y=4-2 +3 
y=(1 548) —2(1.548Y +3 y = (0.215 — 2(—0.215)? 4-3 
y — 3.709 — 4.792 у = —0.009938 — 0.09245 + 3 

y, =1.917 y, = 2.897 


Los puntos donde la dirección de la curva tiene un ángulo 0 = 45° son P (1.548,1.917) у 
Р,(—0.215,2.897). 


e) Si Іа dirección de la curva es paralela а la recta 3x — 4у — 8, se tiene que: 


de | us 


A 3 
m= —— = 
B —4 
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dy 3 ЭЭ ; 77 
= “р al sustituir en la derivada de la función tenemos que: 
e Зх? — Ax 
dx 
D WT 
4 
12х2—16х—3—0 | Рог — pem para ecuaciones 
cuadráticas, se tiene: 
Е MEE me v 3 _ _ 16+ 256 +144 — _ 16220 
24 (204. 
шим Gm 3 EM — 20 -4 1 
! ж 24 2 7 2 24 6 
3 1 : 
Cuando х = E obtenemos: Cuando x — “6 se tiene: 
-2x 43 y-i3-2x +3 
р гр 
КЕ TERE 
,- T J- i] тн 
1 2 
к= NF ›=——————— +3 
"ва 7C Me 367 
E y 1124648 
8 ` 216 
15 635 
у=— y—— 
8 " 216 


Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a la recta 3x — 4y — 8 son 
EFE 
672167 


Para realizar la gráfica correspondiente de у = x^ — 2x + 3, se tiene que: 


y 


Шз Ез 11 E 


-42 -13 0 3 2 3 12 


a) La inclinación de 0 cuando 


x= l es de 135°. 0 — 135° 
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b) y c) 


d) y e) 


Bibliotechnia - 







| Р(З,12) 


La inclinación de 0 cuando 
x= 3 es de 86^11'09", 


Los puntos donde la 
dirección de la curva 
es paralela al eje х son 


P,(03) y P, ES) 


horizontal 
0=86"11'09" 
X 





e 






P(0.215,2.897) 


ын : минээ Los puntos donde la dirección 
— E A de la curva es paralela a la recta 
0 = 45? son P,(1.54,1.91) y 3 15 
P.,(—0.21.2.89). Зх — 4у = 8son P, ES) y 
1 635 
P, |- LI 
6 216 


http:;//bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 





218 


10/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 4 
Análisis de funciones 
2 0s-Encuentra el ángulo de intersección de las circunferencias. 
Х-у-8х-2у--17 (1) x 4- y! —3х—7у—==— 12 2) 


Solución 
Resolviendo el sistema de las ecuaciones dadas, tenemos: 
A+ yf 8x, -2y-—1 a) 
zu - yf +3x+1y=12 (2) 
—5х+5у=5 
3y-5-r5x 
84--х) 
у — 
8 


Al sustituir en cualquiera de las ecuaciones dadas resulta: 
(3) у-1-х 
х? +(1+ x)? —8x—21+x)=-7 
241424 +1? —8X 2-24 ——1 
2x? -8x — —6 





2x? -8x -6—0 } Al resolver por factorización obtenemos: 


(2x —-2) (1-3) =0 
2Х-1-40 х-3-40 


2x=2 х,=3 
„=l 
Sustituyendo en la ecuaión 3 resulta: 
х=5 Рага х = 1 Para х = 3 
x =1 y, =1+1=2 y, =14+3=4 


Los puntos de intersección son A (1,2) y P,(3,4). 


Derivando las ecuaciones dadas para obtener las pendientes de las curvas: 











x2+y?-8x-2y=-7 (1) х?+у? — 3х—7у=—12 (2) 
х 2y D 5-9 D 2x4 22. 312.9 
dx dx dx dx 
dy dy 
--(у-2)-8-2 ——(2у— 7) =3— 2х 
рэн y-2) x 2 y) 
dy 8-2х dy 3-2х- 
ах 2у-2 dx 2у-7 2 
4у 4-х 
— = = n, 
dx у-! 
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Para P (1,2) resulta: 
ñ Ala HAD 3-2 L 1 
52-17 к 200—171 4-1 -3 3 
Para Р.(3,4) tenemos: 
а. ЕЗ. .3-33) 3-5 -3 д 
! 4-1 3 2:)-7 8-7 1| 
El ángulo de intersección en P (1,2) es: 
dio, HH 48 
ап 0 = em — 3 n^ - = : — 5 
Tee | »[-1] t-> 
+(3) 3 3 
0 — arctan oo 
8 — 90° 
El ángulo de intersección en Р,(3,4) es: 
„йы Ээ! 2189 
iig. EN A 3 БИРА 
1--т, +m, [o ыг © 
0 — arctan oo 
0 — 90? 


Para graficar se tiene que: 


x--y-8-2y--7 (1) 


434 
-14 


44 
By 


+4.1 
—2.1 


44 
—2 


+3.4 
-14 
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Longitudes de tangente normal, subtangente y subnormal 


En la siguiente figura se observa que la longitud del segmento que forma parte de la tangente comprendido 
entre el punto P, y el eje x se define como la longitud de la tangente (ТР,): su proyección sobre el eje 
de las x se define como la longitud de la subtangente (7M). 





También se observa que la longitud del segmento que forma parte de la normal que está comprendido 
entre el punto de tangencia (Р,) y el eje x, se define como la longitud de la normal (P,N): su proyección 
sobre el eje de las x se define como la longitud de la subnormal (MN). 

En el triángulo TP, M. sea la hipotenusa (ТР,) la longitud de la tangente; por el teorema de Pitágoras 
resulta: 


ТР, = (TM Y + (MB. | Longitud de la tangente. 
Si tan 0=—L=m, 
TM 


MP, 
TM = —, si MP, = y,, entonces se tiene que: 


т, 
TM =} 
P 

La longitud de la subtangente es A 


т, 


En el triángulo MP,N, sea la hipotenusa (P,N) la longitud de la normal; por el teorema de Pitágoras 
obtenemos: 


PN=,[(MNF +(МР,у | Longitud de la normal. 
MN 


Si tan oo = — = m, 
1 


ММ = m (MP). si MP, = y,, entonces se tiene que: 
MN — my, 


La longitud de la subnormal es m, y, . 
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Si la subtangente se extiende a la derecha de T se considera positiva; si se extiende a la izquierda de 7 
se considera negativa. 

Si la subnormal se extiende a la derecha de M se considera positiva; si se extiende a la izquierda de M 
se considera negativa. 










Encuentra las ecuaciones de la tangente y la normal; las longitudes de la tangente, subtangente, normal y la 
subnormal para la curva xy + у? + 2 = Оеп el punto P(3,—2). 


Solución 


Derivando xy + у? + 2 = 0, se obtiene la pendiente de la curva. 





dy d dy 4 
—Ly— 2y—4—0)-0 
Fx Uu 0t ra! ) 
dy 
d y)=-y 
- EN. En el punto P(3, —2), tenemos: 
dx х+2у 
ау —2 —2 —2 
= 2 == 2 =M 
dx 34 2(-2) 3-4 -1 
Ecuación de la tangente: Ecuación de la normal: 
у-у =m,(x—x,) 1 
- 21 ! ! Y —Y, =-——Ax—x,) 
y +2=-—2(1—3) т, 
у+2= —2х+6 yebo 
2х+у—4=0 -2 
2у-Е4--Х-3 
x—2y-7=0 


Al realizar la gráfica de la curva, se tiene que: 


Longitud de la subtangente (7М ) 


5 42 
m -2 
Longitud de la subnormal (MN) 


MN = ту = 202) = 4 





Si (TM) = 1. (MN) = 4 y (MP) = y, = —2, tenemos: 
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Longitud de la tangente (TP) Longitud de la normal (P,N) 


TP, = (TM Y + (МР, PN = (MN. +(MPP 
TP, = (1)? + (—2/° BN = (AY +27 


ТР, = 4/5 = 2.236 PN = 420 = 4472 





EJERCICIO 17 
: 1, Resuelve los siguientes problemas sobre la dirección de una curva y en plenaria discute tus resul- 
E tados. 

Escribe los nümeros 

ш |. Dada la curva 4x — 9y' — 36 = 0, determina: 

genéricas a) La inclinación de 0 cuando x= 32. 

Competencias b) El ángulo 0 cuando x — 3/5. 

disciplinares 


c) Los puntos donde la dirección de la curva es perpendicular al eje x. 
2. Dada la curva y = x^ + 17 — 9x — 9, encuentra: 

a) La inclinación de 0 cuando x — 2. 

b) Elángulo 0 cuando x — —2. 

c) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela al eje x. 

d) Los puntos donde 0 = 45°. 

e) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a la recta 4x — 3y 4- 13 — 0. 
3. Dada la curva x — x — y = 0, encuentra: 

а) La inclinación de 0 cuando x = 2. 

b) Los puntos donde 0 — 60^. 

c) Laecuación de la tangente y la normal en el punto P, (—2,—6). 
4. Dada la curva x' — y' = 0, determina: 

a) La inclinación de 0 cuando x = 8. 

b) Elángulo 0 cuando x — —1. 

c) Los puntos donde 0 — 1207. 

d) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a la recta 4x — 5y 4- 17 — 0. 
5. Dada la curva x^ + 4x + Зу + 1 = 0, encuentra: 

a) La inclinación de 0 cuando x — — 1. 

b) Elángulo 0 cuando x — —5. 

c) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela al eje x. 

d) Los puntos donde 0 — 135°. 

€) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a la recta x — 6y 4- 19 — 0. 
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I. Determina el ángulo de intersección entre las siguientes curvas. 
1. xy – 2х - 2у = Mconx – 6x4 y' = 0 
2. x – 4х — 4у + 16 = О соп + y! – 4y = 0 
3. &'—y = Осоп à +47 — 12 = 0 
4 
5 


9? — 4y' — 36 = 0 соп 16у — x — 0 
x — y! + 9! = 0 соп Зх — 2y — 0 


Ill. Encuentra las ecuaciones de la tangente y la normal; las longitudes de la tangente, normal, sub- 
tangente y la subnormal para las siguientes curvas en el punto indicado. 





1. y =x en Р(2,2.82) 

2. AX F3y — 12=0 en Р(1.73,0) 

3. 4 — y = Oen P(2.16) 

4. 9y — x = беп P(36,—2) 

5. y —2x — 8у + 12 0 en P(02) 

6. AX — y — 2y=2en P(2.544) 

7. y — 92 —18x — 8y — 2 = Оеп P(-1,7) 
8. х =x + yen Р(2,6) 

9. 8° – y= Оеп Р(—1,—8) 


10. 322 + Зу? — 10 = 0 en Р(1,1.52) 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas... « s « ......... 8/8:0(8:8 6:8:6:9:8:0:0 9:8:8:0:8 " ” 


Carácter creciente y decreciente de una función 


La gráfica de una función continua permite identificar 
dónde o en qué intervalos la función es creciente, cons- 
tante o decreciente; por ejemplo, en la figura tenemos que: 


a) Dex = —оо hasta x = 0, la función es creciente. 
b) De x = 0 hasta x = 1, la función es decreciente. 
c) Dex —1 hasta x = 2, la función es constante. 


d) De x — 2 hasta x — +00, la función es creciente. 


Función creciente 


Una función y — f(x) es creciente si al aumentar alge- 
braicamente x, también y aumenta; es decir, la función 
es creciente en un intervalo si es creciente en todos los 
valores del intervalo. 
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Función decreciente 


Una función y — f(x) es decreciente si al aumentar algebraicamente x, la y disminuye, es decir, la 
función es decreciente en un intervalo si es decreciente en todos los valores del intervalo. 


Ejemplos 





Función creciente Función decreciente 


Criterio para indicar el carácter creciente o decreciente de una función 


Al estudiar si una función es creciente o decreciente en un intervalo dado, la derivada de la función es 
importante, ya que si la derivada es positiva, la tangente forma un ángulo agudo con el eje x y tiene pen- 
diente positiva (función creciente); si la derivada es negativa, la tangente forma un ángulo obtuso con el 
eje x y tiene pendiente negativa (función decreciente); por lo anterior: una función es creciente cuando su 
derivada es positiva y es decreciente cuando su derivada es negativa. 





* Encuentra los intervalos en los que у = x^ — 6x7 + 9x es creciente o decreciente. 





Solución 


Al realizar la gráfica de la función dada, se tiene: 
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у=? — 602 + 9x 
y/-3X — 12x - 9 
y/2(Qx—-3)x—3) (| Resulta que: x, = 1 y x, —3. 
Por lo que los intervalos por analizar son: 
b) (1.3) 
c) (3,+00) 
En (—оо,1) tomamos х = —1 en la derivada y obtenemos: 
у= 3(—1)2 — 12(-1) 4- 9 
y/234-124-9—24 
у” ез positiva, por lo que la función es creciente. 


En (1,3) tomamos x — 2 en la derivada para obtener: 


$^—30)2—12(05--9 
у”-12-24-9---3 
. y'es negativa, por lo que la función es decreciente. 


En (3,400) tomamos х = 4 en la derivada y encontramos que: 


y/— 34y — 12(4) +9 
y/—48—48.-9—9 
y^es positiva, por lo que la función es creciente. 


Lo anterior concuerda con las deducciones gráficas. 
2 ө». Determina los intervalos en los que y = 2x! — Y es creciente o decreciente. 
Solución 


Al realizar la gráfica de la función dada, se tiene: 


| B E 1 mE; 
ME -63 —8 1 о + $ -63 
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y= -i 
у/= 4х — 4x 
y/— 4х (1 — л?) | Al resolver resulta que x, = 0 y x, = +1. 


Por lo que los intervalos por analizar son: 


a) (-со,-1) 
b) (—1.0) 
c) (0,1) 

d) (1,400) 


En (—00,—1) se toma x = —2 en la derivada, lo que resulta: 


y'=4(2) – 4(-2y 
y =$ 4 38— 54 


у” ез positiva, por lo que la función es creciente. 


En (1,0) se toma х = 4 en la derivada y tenemos: 


y” es negativa, por lo que la función es decreciente. 


En (0,1) se toma x = i en la derivada, para obtener: 


3 


2] 2 
1 3 

=P 

d 2 2 


у” ез positiva, por lo que la función es creciente. 


En(1,+00) se toma x = 2 en la derivada, lo que resulta: 


y/—4Q) — 40) 
у!-8-432--24 


у‘ еѕ negativa, por lo que la función es decreciente. 
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EJERCICIO 18 


l. En las siguientes funciones, determina los intervalos en los que las funciones son crecientes о 
decrecientes y construye las gráficas correspondientes. 





Escribe los námeros б. y-2x- x 13. Pm. 
тнт 2. y-x —3xX 14. y 2X — 3X! — 36x 4- 25 
a 3. у-4-40-15 8: ym La 
d 4. yx —2x + 3х 16. y à 
8. $ х2 6 
7 9 17. у=(х– D! (+1) 
в E. 18. y-2x — 9x + 12х - 3 
” HA 19. y228 x —x41 
7. y-1-x 20. P+xiy+ y =4—x 
6. t n. yd 


Vx 
9. у-хүх-! 
22. ya —5x — 20x — 2 


10. у-4((47-4) 23. y=x 4x 





347 х-2 
ll. у-д--- 24. y= 
| 2 у= үл 
12 у= 3—42 +1 25. y=2'—4+3x-1 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» +++... .... VeyEseque Wege wies 4 


Máximo y mínimo de una función (primer método) 


Al aplicar la derivada de una función, se determinan los intervalos en que la función es creciente o 
decreciente, ahora se utilizará para analizar los puntos en que la función pasa de creciente a decreciente 
O viceversa. 


Definición de los máximos y mínimos de una función 


Si f es una función cuyo valor es c, se tiene que: 


а) f(c) se Пата un máximo relativo de f si existe un intevalo (a,b) que contiene a c tal que 
Ло) < f(c) para todo x en dicho intervalo; es decir, si f(c) es mayor que cualquiera de los valores 
de f(x) que le anteceden o le siguen inmediatamente en el intervalo dado. 


b) f(c) se Пата un mínimo relativo de f si existe un intervalo (a,b) que contiene a c tal que 
ТОО > f(c) para todo x en dicho intervalo; es decir, si f(c) es menor que uno cualquiera de los 
valores de f(x) que le anteceden o le siguen inmediatamente en el intervalo dado. 
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De las anteriores definiciones se hace notar que no deben confundirse los máximos y mínimos relativos 
con los puntos máximos o mínimos de la función, que son aquellos donde la ordenada y es mayor o menor 
en la gráfica, por lo que se denominan absolutos. 


Ejemplo 
pump y Máximo absoluto 








Máximo relativo 


Minimo relativo 


Mínimo absoluto 


La función f(x) en el intervalo [a.d] presenta un valor mínimo absoluto en x = —а; el valor máximo 
absoluto se presenta en x = d; los extremos relativos se presentan en x = b (máximo) y x = c (mínimo). 


Valor crítico 


Si c es un nümero que está dentro del dominio de una función, entonces a c se le denomina valor crítico 
de la función si f '(c) — О o f (с) no existe. El valor crítico de una función nos permite analizar si la función 
liene un máximo o mínimo relativo. 


Criterio de la primera derivada para determinar los máximos y mínimos relativos 


La función y — f(x) presenta un máximo relativo para x — с; se observa en la gráfica que antes del máximo la 
derivada es positiva, es decir, la pendiente es positiva; después del máximo la derivada es negativa, es decir, 
la pendiente es negativa; como la derivada cambia de positiva a negativa, entonces la función es continua, 
ya que pasa por cero, dando lugar al siguiente enunciado: 


La función y — f(x) tiene un máximo relativo para x — c, donde la derivada para 
x = c es cero (f '(c) = 0) y cambia de signo pasando de positiva o negativa. 






"n 
ТОД 
Máximo relativo 


Tangente paralela a Ox 


Pendiente negativa 
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Analíticamente, se deduce que la función cambia de creciente a decreciente, o sea, la derivada pasa 
de positiva a negativa, indicando el máximo relativo. La función y — f(x) presenta un mínimo relativo 
para x — c; se observa en la gráfica que antes del mínimo la derivada es negativa, es decir, la pendiente 
es negativa; después del mínimo la derivada es positiva, es decir, la pendiente es positiva. Como la deri- 
vada cambia de negativa a positiva, entonces la función es continua ya que pasa por cero, dando lugar al 
siguiente enunciado: 


La función y — f(x) tiene un mínimo relativo para x — c, donde la derivada para 
x = c es cero (f '(c) = 0) y cambia de signo pasando de negativa a positiva. 





y 
Pendiente 
negativa 
Pendiente 
positiva 
Tangente — 
paralela a Ox 





El punto de cambio o valor crítico de la función se identifica fácilmente, ya que la tangente a la curva 
es paralela al eje x. 

Si el signo de la derivada no cambia, la función no tiene ni mínimo para el yalor crítico que se está 
analizando. 

A continuación presentamos un resumen de lo dicho anteriormente. 


Primer método para calcular los máximos y mínimos de una función 
(pasos a seguir para su solución) 


1. Se encuentra la primera derivada de la función dada. 


2. Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante determinando las raíces reales 
o valores críticos de la variable. 


3. Se consideran los valores críticos uno por uno, para determinar los signos de la primera derivada, en 
primer lugar para un valor un poco menor que el valor crítico y después para un valor un poco mayor 
que él. Si el signo de la derivada es primeramente (+) y después (—). la función presenta un máximo 
relativo para el valor crítico de la variable que se analiza: en el caso contrario de (—) a (+), se tiene 
un mínimo relativo. Si el signo de la primera derivada no cambia, la función no presenta ni máximo 
ni mínimo para el valor crítico considerado. 
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"Calcula los máximos y mínimos relativos de la función у = 27 + Зх? — I2x. 
Solución 
a) Se encuentra la primera derivada de la función. 
у= 2х + 34 — 12x 
у= 6X -6х-12-Х-х-2 

b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante. 
х2-х-2-0 
(1+2Xx—1)=0 
x+2=0x—1=0 


X =-2 x=1 } Raíces reales o valores críticos 


c) Se analizan los valores críticos uno por uno. 


Parax — —2 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
х= —3 x—-1 
у'=х?+х—2 у'=х?+х—2 
y-C3?-C3-2 У-(-1 -1-)-2 
Уу-9-3-2-4 47-1-4-8--8 


Я} ya . t3 y == 
Máximo 


Para x — —2, tenemos un máximo cuyo valor es: 


у= 2х3 +3x? —12x 
y = UY 4-32 —12(—2) 
y=-16+124+24=20 


Cuando x — —2, tenemos un máximo de 20. 





Parax — 1 

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 

x—0 к=) 

y =14+x-2 у-х!-х-2 

У-(0Р--(0)-2--2 y —(0? +(0)-2=-2 
5 2 ES / — 
ОТ ме 779 
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Para х = 1, tenemos un mínimo cuyo valor es: 


у=2 +3 — 12x 
y =2 (1)° + З(1)? — 121) 
у-2-3-12--7 

2. Cuando х = 1, tenemos un mínimo de —7 


Al realizar la gráfica correspondiente de у = 217 --3x* — 12x se tiene: 








Máximo relativo 
A(—2,20) 





Mínimo relativo 
B(1.—7) 


2 0»-Calcula los máximos y mínimos relativos de la función у = 3x* — 4x? — 12x". 
Solución 


a) Se encuentra la primera derivada de la función. 


у = Зх! — 4r — 124 
y'- 120 — 12 — 2Ax 
y-x-2-—2x 
b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante. 
х? х2 2х0 
х(х2 —x—2)—0 


x(x—2) (х+10)=0 


x =0 x—2—0 x+1=0 
Raíces reales o valores críticos. 


x*—2 x,—-1 





c) Analizaremos los valores críticos uno por uno. 
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Para x — 0 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
х=—1——05 Е 
2 > 2 


у= 23—22 2х у= х — х2 – 2х 
/ = (0.5) — (—0.5? — 2(—0.5) y' = (0.59 — (0.5)? — 2(0.5) 
y = —0125 — 025--1— 0.625 y =0.125-0.25-1=-—1.125 


5 /— * = 
2 Ф Máximo ed F 


Para x = 0, tenemos un máximo cuyo valor es: 
y=3 — 4? — 124 
у = 300)* — 4(0) — 1200) =0 
Cuando x = 0, tenemos un máximo de 0. 


Para x = 2 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
3 5 
Х-----15 x=-==2.5 
2 2 
у--33-х32-2х у-х3-32-2х 
y! = (1.5? — (1.5? —2(1.5) y = (2.5): —(2.5)2 —2(2.5) 


у = 3.375 — 2.25 —3 — —1.875 y = 15.625 —6.25 —5 = 4.375 


. y s у- 
ай. Mínimo 


Para x — 2, tenemos un mínimo cuyo valor es: 
| y=3x* —4х3%—12х? 
| у= 3(2)# — 4(2)3 —12(2)2 
y = 48-32 —48 = —32 
Cuando x — 2, tenemos un mínimo de —32. 


Рага х = —1 
Оп уаіог ип росо тепог Un valor un poco mayor 
x= =-15 x=-5=-05 
y-xi-x-2x у'=х%—х?—2х 
у' = (1.5)3 — (—1.5)2 — 2(—1.5) y! = (-0.5? — (—0.5)? — 2(—0.5) 
y! = —3.375 — 2.25 +3 = —2.625 у' = —0.125—0.25+1— —0.625 
2: 7 - У-Ф 
Mínimo 
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Para x = 1, se tiene un mínimo cuyo valor es: 


у=3х*—4х?7—12? 
у= 3(—1)* - C1? —12(—1)? 
у=3+4—12=—5 


Cuando x = — 1, el valor mínimo es —5. 


Al elaborar la gráfica correspondiente de y = 3x — 4x^ — 122? se tiene: 





Mínimo relativo 
B(2,-32) 
09: Calcula los máximos y mínimos relativos de y = (2 + х)? (1 — х). 


Solución 


a) Se encuentra la primera derivada de la función: 


у=(2+х)?(1—х)? 

у'= (2+ xy QE — M-D+(1— x) Q)Q -x) 

y! =(444x 4- x2) 2-21) - (0 - 2x + x24 4- 2x) 

y'——8-— 8€ — 2x? + 84 48124213 -4— 8x H 4427 42x — Ах” + 2x8 
y'— 4x? +6х2 6х —4 

у-2х3--3х2-3х-2 
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b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante. 
2x! +31?-3x-2=0 
x(2x? +3x—3)=2 
x, =2 
2x? 3x —3—2 
2x! +3x-5=0 
(2x - 5x — 1) = 0 
2x+5=0 x—1-0 
2x=-5 хү,-! 
хү--3 
" 2 
c) Seanalizan los valores críticos uno por uno. 
Para x — 2 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
2 2 
y = 2х? 43x? -3x-2 y'-2 +31? —-3x-2 
y = 21.5 + 30.5) - 341.5) - 2 у' = 22.5 + 32.5)? —30.5) - 2 
y'=6.715+6.75-4.5-2=7 y —31254-18.75 — 7.5 —2 — 40.5 
: Dado que по hay cambio de signo, : 
| шан по hay máximo ni mínimo. = 
5 
Рага х = —— = —2.5 
2 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
у= 2х? +31? -3x-2 y 22x43 -3x-2 
y = 2A-3Y + 3(—3)? -3(-3)-2 y'= 2(-2.25? + 3(—2.25)2 — 3(-2.25) - 2 
у--54-27-9-2--20 у--22.71525--15.1875--6.75-2---2.84375 
j Dado que no hay cambio de signo, 


no hay máximo ni mínimo. 
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Para x — 1 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
z=1=05 picas 
2 2 
у = 2х3 +3х2 3х – 2 y = 2х3 +3x? 3х —– 2 
y! = 2(0.5)> + 30.5? — 3(0.5) — 2 y = 2(1.5)? + 3(1.5)2 — 3(1.5) -3(1.5)- 2 
у = 0.25 +0.75 1.5 2 ——2.5 y = 6.75 +6.75—4.5—2-7 


. у= © х у= 
Mínimo 


Para x — 1 se tiene un mínimo, cuyo valor es: 


y=(2+x(1-x) 
у= (24 1)201—1)> 
у = G0» 

у= 0 


*. Existe un mínimo en 0. 


Al elaborar la gráfica correspondiente de y = (2 + х)? (1 — х)? se tiene: 


== EI + EN: 


MM 16 0 4 4 О 16 100 
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4 Фе. Саісиа los máximos y mínimos relativos de la función y = ==. 
х? +a? 
Solución 
a) Se encuentra la primera derivada de la función. 
y HE 
ox 
yi (х2-БаХа)-ах(2х) ах? +a? —2ax* 
: (х2 а?у (х2 +a? Y 
yE 
^ Haer 
b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante. 
22-28 
(х? + а?)? EX 
à —ax? —0 
аха 
х= ЭБ =p 
-а 
х= +а 
с) Se analizan los valores críticos ипо por uno. 
Para х = a 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
a 3a 
х= х= < 
| 2 2 
y- d —ax? yi азах? 
"o Qty ^o (х?+а?)? 
aY За} 
2: e 
‚_ 2 ‚_ 2 
У-Ү ECT 
a 
>| +a = 2 
B | 2 | = 
e а d- 9а? 
у 25 4 j у= 4 3 
|а) Е 
- 4 
48-40 44-94 
Fo 4 ' 4 
Р +4a? | E 4a? | 
4 4 
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За? За? 
y- 4 — 
: 542 25а 
ES) c 
, Ba 12 
710045. 25а 


Я у= 


Bibliotechnia - 





Para x — a se tiene un máximo cuyo valor es: 


Un valor un poco menor 








3a 
х=—— 
2 
РТА a a 
"(24 ay 
2 
oa E 
2. 
y T 3a 2 2 
2 
—— а 
EE 
, 9а? 
| y= 
An 
4 
4a? — 9а? 
а == 
[е 
4 
.Se 56 
y- 4€ __ 4 
5 Da? Y 169a* 
| 4 16 
ў E 20 
767545 169a 
= y=O 
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_Sa? _ 5а? 
- 4 2 4 
13a2y 16945 
[э] T 
y= —80a? _ 2 
^  676a^ 169a 
1 
: ue DEA 
Máximo 
B. 
xb 
ala) — at 
(а) һа? 24 
21 
9 
Existe un máximo en 5 
Para х = —a 
Un valor un poco mayor 
us E 
2 
" аз ах? 
—(24ay 
2 
2-4: 
у- : 
а 
Em 
ES 
a? a 
4 
y- а? 
re] 
4а? — a’? 
- 4 
[E | 
4 
за 3a 
== A 
Усаар 254! 
+ 16 
_ 48а? „ЯЗ 
y 1004) 25а 
Mínimo ei 
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Para x = —a, se tiene un mínimo cuyo valor es: 


Al elaborar la gráfica correspondiente de y = 





: 2i 1 
Existe un mínimo en 73 . 


se tiene: 





ах 
x?-ra? 








EJERCICIO 19 


l. y=3+4x- 2c 
у-х + 8х + 10 
y-x-8 
у=(х—1)(х+2) 
y-2x +34 -+12х—4 
у= 10 + 102х— 34 — 2x 


An 


gv We we Was Мә 


http:;//bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


1, En equipo, calculen los máximos y mínimos relativos para las siguientes funciones y tracen las 
gráficas correspondientes y en plenaria discutan sus resultados. 


7. y236 - 5 
8. у= 3 — A — 12x 
9. y —x — 6x 4-15 
3 
10. giu IE 
X 
ll. y=*-xX+1 
12. y «x 4- 2x! — 15x — 20 
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13. 


= 


S 


20. 
21. 


22. 


24. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. » ...... 





4 
а 
у=х?+— 
1 
х2 
у= 
х+а 


у= (1 — х) (2+ х) 


! 2 
у= (х+2)3(1—х)3 





ЖЕЗ 
Nu x 
1 2 
у-(2х-а)у(х-ар 
“32-52 
2х2 +а? 
y=x' — 32х +4 
х 
у= 27 
y Sc 9 
x 
х2 
у=—— 
“1243 
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26. 


27. 


28. 


29. 


31. 


32. 


33. 


34. 


...........С. 














Puntos de inflexión y sentido de la concavidad de una curva 


Al localizar los intervalos en los que la derivada de una función crece o decrece, podemos indicar sobre 
la gráfica en dónde se curva hacia arriba o hacia abajo; lo anterior se conoce como concavidad. 


Concavidad en un punto 


Si P es el punto que describe una curva, la pendiente de la tangente en dicho punto varía, dando lugar a 
las siguientes gráficas. 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


240 


2/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 4 
Análisis de funciones 





a) Si una curva queda por debajo de sus tangentes, el arco es cóncavo hacia abajo, es decir, hacia la 
parte negativa del eje y. 


b) Si una curva queda por encima de sus tangentes, el arco es cóncavo hacia arriba, es decir, hacia la 
parte positiva del eje y. 


c) Si una curva cambia el sentido de su concavidad en un punto. indica que tiene un punto de 
inflexión. 


Cuando conocemos la gráfica de una función resulta fácil observar la concavidad de la curva y com- 
prender la siguiente definición: si y — f(x) es diferenciable en el intervalo (a,b), su gráfica es cóncava 
hacia arriba en el intervalo si su derivada es creciente en el mismo intervalo; su gráfica es cóncava hacia 
abajo en el intervalo si su derivada es decreciente en el mismo intervalo. 


Criterio para la concavidad 


Sea y — f(x) una función cuya gráfica es cóncava hacia arriba si su segunda derivada es positiva (y” > 0) 
y es cóncava hacia abajo si su segunda derivada es negativa (y” < 0). 


Puntos de inflexión 


Es aquel que separa los arcos de una curva que tienen su concavidad en sentidos opuestos. 





En cada punto de inflexión la recta tangente cruza la curva, por lo que el signo de la segunda derivada 
cambia en dichos puntos. 

Para encontrar los puntos de inflexión se requiere calcular los valores de x para los que la segunda 
derivada es igual a cero. 
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Reglas para encontrar los puntos de inflexión y el sentido 
de la concavidad de una curva 


1. Se determina la segunda derivada de la función dada. 


2. Se iguala a cero la segunda derivada, se resuelve la ecuación resultante y se consideran las raíces reales 
de la ecuación. 


3. Se analizan los valores de las raíces obtenidas, primero para valores un poco menores y después para 
valores un poco mayores; si el signo de la segunda derivada cambia, indica la existencia de un punto 
de inflexión. 


a) Cuando la segunda derivada es positiva, la curva es cóncava hacia arriba (+). 


b) Cuando la segunda derivada es negativa, la curva es cóncava hacia abajo (—). 





EJEMPLOS 





8%- Encuentra los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad para y = x^ — Зх? + 3 y traza su gráfica. 


Solución 
a) Se determina la segunda derivada de la función. 


y-i-3x1 +3 


у —3x*— 6x 
y'—6x—6 
y'—-x-1 


b) Se iguala a cero la segunda derivada y se resuelve la ecuación resultante. 


x—1-0 
жее] 
с) Se analiza el valor de la raíz obtenida. 
Рага х = 1 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
x=1_05 EM NT 
2 2 
у!-х-1 у-х-1 
| | л 3 1 
n= ЕЕЕ =-=-—1=-— 
=> 2 ин тещ 
›”=© у'=@ 
Sí hay punto de inflexión. 
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El punto de inflexión es: 


у=х%—3х?+3 ) Parax=1, se tiene: 
у = (1 —30y +3 
y=1-343=1 

Existe un punto de inflexión en (1,1). 


Al elaborar la gráfica correspondiente de у = x^ — 3x7 + 3, se tiene: 





La curva es cóncava 

hacia arriba a la derecha 
del punto de inflexión y 

es cóncava hacia abajo a 

la izquierda de dicho punto. 





2 e*.Determina los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad para у = x' — 4x^ + 16х y traza su gráfica. 
Solución 


a) Se encuentra la segunda derivada de la función. 


y—x* —Ax? +16х 
у' = 4х3 — 12x? +16 
y” «12x? — 24x 
y'-x!-—2x 


b) Se iguala a cero la segunda derivada y se resuelve la ecuación resultante. 


x2—2x-0 х-0 x-2=0 


Raíces reales o valores críticos 
x(x-2)=0 x,=0 x,—2 
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с) Se analizan los valores de las raíces obtenidas. 


Para x — 0 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
88: ИЕ к= =05 
q 2 
у'=х?— у" =х?—2х 
тү „(1 
ia ДЕ 
y 1 j 1 ; Жс 
n 1 3 
y DH : rx 7 
-У-Ф -У-Ө 
Sí hay punto de inflexión. 
El punto de inflexión es: 
у=х* — 4х? +16х | Para x = 0), se tiene: 
у = (0)* — 400)? +1600) 
у= 0 
Existe un punto de inflexión en (0,0). 
Para x = 2 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
s=2<ik PET 
2 2 
y'—x?—2x у'=х?—2х 
2 
”- 5) 7-6] 43 
` 2 2 
E TE E 2 42M, 29220 29 
^ 42 4 4 4 2 4 4 
y" = у” -Q 
Sí hay punto de inflexión. 
El punto de inflexión es: 


у=х* —Ax? +16х | Parax = 2, se tiene: 
у= Q* —4Q +16(2) 
y=16-324+32=16 


Existe un punto de inflexión en (2.16). 
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Al elaborar la gráfica correspondiente de y = х* — 4x^ + 16x se tiene: 





P(0,0) 





La curva es cóncava hacia arriba a la 
izquierda del punto de inflexión (0,0) y 
es cóncava hacia abajo a la derecha de 
dicho punto: también es cóncava hacia 
abajo a la izquierda del punto de 
inflexión (2,16) y es cóncava hacia 
arriba a la derecha de dicho punto. 


3 e* Determina los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad para y = х + 1 y traza su gráfica. 
х 
Solución 


a) Se encuentra la segunda derivada de la función. 








2 
ТЕРРО Е. +1 
х х 
; x(2x)— (x? +101) 
бараг EM 
1 2х?—х?—1_х?—1 
ыг яг. 
yas х2(2х) — (x? — DQx) 
(х2 
n_20-20042x 24 
У = х“ х 
2 
= 
245 
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b) Se iguala a cero la segunda derivada y se resuelve la ecuación resultante. 


2 

4-0 

2— x*(0) 
2—0 


г. La ecuación no tiene raíces reales, por lo que no existen puntos de inflexión. 


: 1 : 
Al elaborar la gráfica correspondiente de у= x 4- —, se tiene: 
х 





г. La curva en cóncava hacia arriba sólo para los puntos 
positivos, en el punto (0,0) no está definida. 





EJERCICIO 20 


1, En equipo de dos personas, determinen los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad para 
las siguientes funciones y tracen las gráficas correspondientes y en plenaria discutan sus resultados. 


EA os Й: y 
correspondientes к 1 X 
5» dict xus 12. у=? — 98 + 24x — 7 
3. у= —6c -12x- 8 1 
13. у= х2 4+ — 
4. у= > +1 ` x 
5. у-25-8х-3 x 
14. y-—-2x 
> 4 
6. у еы ч 
zl 15. у= — 4+2 
Ч ағ: 16. у= 3х* — 4r +1 
8. y-x 17. у-2-4х-4 
9 у-5-2-2 18. у= 2r — 3! — 36x + 25 
10. у= 122 - 4x 19. у= — 12х 
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4+1 
: 20. y=yx?+1 эн x 
: 3—2 24. y -3x -2Y - x 1 
21. J= 4ar43 
"ace 25. у=#— 5x 
22. у= — 40 +402 — 4 
O Verifica tus resultados еп la sección de respuestas. +. ооа à 


Máximos y mínimos de una función (segundo método) 


Si la segunda derivada de una función existe, se puede utilizar como un criterio simple para encontrar los 
máximos y mínimos relativos de dicha función, se denomina criterio de la segunda derivada. 

Lo anterior se fundamenta en que si f(c) es un máximo relativo de la función diferenciable y — f(x), 
su gráfica es cóncava hacia abajo en el intervalo que contiene a c; por el contrario, si f(c) es un mínimo 
relativo, su gráfica es cóncava hacia arriba para el intervalo que contiene a c. 








Máximo relativo 


Minimo relativo 


Criterio de la segunda derivada para máximos y mínimos de la función 


Una función y — f(x) tiene un máximo relativo si su primera derivada es igual a cero y su segunda derivada 
es igual a un valor negativo; tendrá un mínimo relativo si su primera derivada es igual a cero y su segunda 
derivada es igual a un valor positivo. 


Segundo método para calcular los máximos y mínimos de una función 
(pasos a seguir para su solución) 


1. Se encuentra la primera derivada de la función dada. 


2. Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante, se determina las raíces reales 
o valores críticos de la variable. 


3. Se encuentra la segunda derivada de la función dada. 


4. Se sustituye en la segunda derivada cada uno de los valores críticos obtenidos. 
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Si el valor resultante es negativo, la función presenta un máximo para el valor crítico considerado; si 
el valor resultante es positivo, la función presenta un mínimo para el valor crítico considerado. 

El método anterior no es aplicable si la segunda derivada es igual a cero o no existe: en su lugar se 
aplica el primer método. 





Aplicando el segundo método, determina los máximos y mínimos relativos para las siguientes funciones: 


у=х* -—4 +4 





Solución 
a) Se encuentra la primera derivada de la función: 


y-x*—4x? +4 
y'—4x* — 8x 


у-хХ-2х 


5) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante: 


x!—2x—0 
x(x? -2)-0 
£=0 2—20 
e 
х=+\/2 
c) Se encuentra la segunda derivada de la función: 
y'=x? —2x 
y” =3х?—2 


d) Se analizan de los valores críticos en la segunda derivada. 
Para x — 0 
у!-3х2-2 
У-30р-2--2 
г. y" = S*——————— Máximo 
Cuando х = 0, se tiene un máximo cuyo valor es: 

y=x*-41+4 
y —(0)* —4(0Y +4 
y=4 





+. Existe un máximo en 4. 
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Рагах-4-/2 
у!-332-2 
y =3x(+/2) -2 
y'=6-2=4 


y” —-(«— — Mínimo 


Cuando х =-+y2, se tiene un mínimo cuyo valor es: 


y-ax*-4x? +4 
у-(50| -4-0| +4 
у-4-8-4 

y=0 


Existe un mínimo en 0. 


Al eleaborar la gráfica correspondiente de y = x — 4x^ + 4, se tiene: 





ey = Зх — 20r 
Solución 


a) Se encuentra la primera derivada de la función: 


у= 3х° —20x? 
y = 15х* —60x? 


у= х4 — 4х2 
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b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante: 


x*—4x? —0 
х2(х2 —4)—0 
х=0 zx?—4-0 
x?—4 
х, = 2 
c) Seencuentra la segunda derivada de la función: 
'= x* 4x? 
y” =4x* — 8x 


y =x*—2x 


d) Se analizan los valores críticos en la segunda derivada. 


Рага x = 0 
y'—x3—2x 
у" = (0)? — 20) 
s у'=0 
Como y”— (), el criterio de la segunda derivada no se aplica. 
Para x = 2 
y'—x—2x 
y'-Q»-2Q) 
у'=8—4=4 


ze y" =Q Minimo 
Cuando x = 2, tenemos un máximo, cuyo valor es: 


у= 3х — 20x? 


у= 3025 – 20(2} 
у= 96—160 
у=—64 


2, Existe un mínimo en —64. 
Para x ——2 
y'—x—2x 
y! «c3? -20-2) 
у!--8-4--4 
n y'= C— — Minimo 
250 
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Cuando x — —2, tenemos un máximo, cuyo valor es: 


у= 3х5 – 20х3 

у= 3(—2)> — 20(—2)* 
y = —96 +160 

у= 64 


Existe un máximo en 64. 


Al elaborar la gráfica correspondiente de у = 3x — 201”, se tiene: 






x En este punto el cri- 
terio de la segunda 
derivada no es aplica- 
ble, por lo que se re- 
comienda emplear el 
criterio de la primera 
derivada o primer mé- 
todo. 





B(2,—64) 
Mínimo 
relativo 


Solución 


a) Se encuentra la primera derivada de la función: 





з үз 3 
мэн MEE +2а 
х 
y х(3х2) — (x? + 2a? 0) 
ло x2 
, 3х3 –х3 2а 20-24 
y= > Ни 
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b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante: 


3. 5524 
2x E -0 
2х3 —2а3 = x?(0) 
2x? =2a4* 
vto 
х-а 


с) Se encuentra la segunda derivada de la función: 


3 543 
y z 

х 
y х2(6х2) — (2:3 — 2a3)(2x) 
i (у? 
n 6x*—4x*44a4x 2х* +4ах 
y Mo 


ис Х(2х3-4а)) 2444 


д“ x 


d) Seanalizan los valores críticos en la segunda derivada. 


Para x=a 
p 23444 
gc re 
x 
"ECT 2а? 4а 
с (ay | P 


a 


a 
y =0 





Mínimo 


Cuando x — a, tenemos un mínimo, cuyo valor es: 


yel 22 
х 


3 
а 
у= а?--2а%—34а? 


Existe un mínimo en Заг. 


252 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 4/10 


14/2/2017 


Bibliotechnia - 


UNIDAD 4 
Análisis de funciones 


: : 2a? : 
Al elaborar la gráfica correspondiente de y = x? +=, se tiene: 
x 





EJERCICIO 21 


|. En grupo y con asesoría de su profesor, determinen por el segundo método los máximos y mínimos 
relativos de las siguientes funciones y tracen la gráfica correspondiente, concluyan los pasos del 
proceso de solución. 


Escribe los nümeros 
correspondientes 1. 
Competencias 

genéricas 2, 


Competencias 4. 


4. 
5, 
6. 


у= (х — 9 (a + 3) 
у=? +20 — 4х — 8 

у= (2 – 4) 

2x! — Аху + 3y— 8х + 8у —– 1 = 0 
у= 2 – 6х +2 


х 


у= - 6r + 1222 — 8х 


3 
y = (1-2) 
y =x (12 — 2xy 
y=Y +2 — Зл — Ax +4 
у-х-4х-2 
y-6x-x-1 
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с Ж 
Р, х? 
6x 
y—— 
x^ 4-1 
4 
a 
БЭР. 
BZ] 
ЕС 
— ax 
” рх 


y 22x — 3aX - a 
y-x(—4y 
у= 12x +92 — 4x? 


i 3 4 
Eu 
8—3 
у= (6 — xy 
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: 24. № +Зху+у = 0 28. 20 + 2ху + Sy + 4х = 0 
: 25. +8 y — 4y - 0 29. № — у 4-3xy —0 
: 26. X —2xy 4 2у 4x— 0 45 
: 30. -4-43у-0 
27. Зх Sy +6x — 20y — 0 ху 


Il. Determina lo que se pide рага cada una de las funciones у en plenaria discute tus resultados. 


a) El carácter creciente y decreciente. 

b) Los máximos y mínimos relativos (primer método). 
c) Puntos de inflexión y sentido de la concavidad. 

d) Los máximos y mínimos relativos (segundo método). 


e) Las ecuaciones de la tangente y normal; las longitudes de la tangente, normal, subtangente y 
subnormal en cada valor crítico. 





1. у=4?—х 5. y=xv16-x? 
4 6. у-3х-х-2 
2. y= 3 3 
1+2? 7. y x — Аг + 16х 
3. y -(x— 3)(х+ 2) 8. у= — Зх – 9+5 
: 4 9. у-2х-3х3 
4. у=х-+х+— 
pe x 10. y-x — 62+ 15 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» «+ + « - ,0..0.......0.0.)0.0.0.0.......... . e 


Velocidad y aceleración en un movimiento rectilíneo 


Una aplicación de la primera y segunda derivadas en términos de la razón de cambio se manifiesta en 
el movimiento rectilíneo. 


Para los cuerpos que presentan un movimiento rectilíneo, se acostumbra emplear una recta horizontal 


con un punto fijo llamado origen: hacia la derecha de dicho punto el movimiento se considera positivo 
y hacia la izquierda, negativo. 


Ecuación de la posición. Es aquella que indica la posición de un cuerpo con relación al punto fijo (origen) 
y que se encuentra en función del tiempo. 


Si consideramos el movimiento de un cuerpo О sobre la recta MN y sea х la distancia medida del origen 


a una posición cualquiera de О, el tiempo en que transcurre dicho movimiento se representa como (£). 


e ——á pp o 2 ай 
O t омо 


Рог cada valor de t le corresponde una posición а О y por consiguiente una distancia s; por tanto, la 


distancia es una función del tiempo s = f(t). Si a t se le da un incremento At, también s tendrá un incre- 
mento As. 
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Velocidad media 


Expresa la razón de cambio de la distancia con respecto al tiempo en un intervalo de tiempo, es decir: 


Mr 
Al 


Velocidad instantánea 


Es la razón de cambio de la distancia con respecto al tiempo en instante determinado, es decir, si un cuerpo 
se mueve con movimiento uniforme (velocidad constante), dicha razón tendrá un mismo valor para todo 
el intervalo de tiempo. 

A la velocidad instantánea se le denomina simplemente velocidad v, en el instante / y se define como: 
el límite de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo tiende a cero. 


Velocidad у ба. 25-25 
Aro0 At dt 


La derivada del espacio con respecto al tiempo es la velocidad en un instante cualquiera. 






EJEMPLO —— — — — — — — — —— ———————s 
o d d 


Un objeto se mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuación s = ^ — 3/7 + 4, calcula: 
a) La velocidad instantánea. 

b) La velocidad cuando ! es un segundo. 

c) La velocidad a 3 segundos. 

d) ¿Cuándo es la velocidad igual a cero? 


Solución 


a) Al derivar la ecuación dada se tiene: 


= 1 — 312 +4 
S $ 
dt 


La ecuación de la velocidad instantánea es v — = —3t —6t 
b) Para calcular la velocidad cuando / es igual a un segundo se tiene: 


NS у= 3r? — 6t 
v = 3(1)2 —6(1) —3—6 


m 
v=-3= 
5 


En este caso el objeto se mueve a la izquierda de un punto fijo llamado origen. 
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с) Se determina la velocidad cuando f es igual a 3 s. 


v = 31/2 —6t 
y —3(3? —6(3) = 27 —18 
у —9 m/s 


El objeto se mueve a la derecha de un punto fijo llamado origen. 


d) Calculamos v = 0. 


3? —6t —0 
3t(t —2) — 0 
(o 223 


La velocidad es cero cuando / es igual a 0 s 
y cuando f es igual a 2 s. 





Relación entre la rapidez de variación de variables relacionadas 
En este tipo de problemas intervienen variables que están en función del tiempo; mediante la derivación es 
posible encontrar la relación entre la rapidez de variación de las variables. A continuación describiremos 


el procedimiento para ello. 


1. Elabora una gráfica interpretativa del problema y representa como w, x, y. z las cantidades que varían 
con respecto al tiempo. 


2. Encuentra la relación entre las variables que intervienen y que se efectúan en un instante cualquiera. 
3. Deriva la expresión resultante con respecto al tiempo. 
4. Enlista los datos dados y las incógnitas buscadas. 


5. Sustituye en la expresión resultante del tercer paso los datos dados, resuelve con respecto a las incóg- 
nitas buscadas. 
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EJEMPLOS 

Un vaso de papel en forma de cono se llena con agua a razón de 2ст /5. Si la altura del vaso es 8 cm y el 
5 radio de la base es 4 cm, ¿con qué rapidez sube el nivel del líquido cuando el nivel es de 3 cm? 

Solución 


a) Se traza la gráfica interpretativa del problema. 


El volumen de agua en el recipiente es la fórmula del volumen del 
C cono, es decir: 
v= А тг?һ 
3 
8 cm 
«US h — profundidad del agua 
Ч r = radio de la superficie del agua, en el instante /. 


b) Se forman dos triángulos semejantes, es decir: 


r h 


4cm 8cm 





бо @ жау) = 3 | Sustituyendo en la ecuación del volumen, resulta: 


8 cm 2 
1 ВІ 1 d 
y—-—m|-| h—--«z|— 
3 M 3 14 
TF 
12 


с) Se deriva con respecto al tiempo: 


— 
12 
A laa 
й 12 d 
L£ УГ... 
d 2" d 
a xm 
d 4" qr 


3 
dv cm? 
dt s 
h — altura en cm del nivel del agua (3 cm) 
48 л 
dt 
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€) Al sustituir en la derivada, se tiene: 


dv 1а 
— ——qh^— 
d 4 а 
3 
2-2 16.416 em? = 
s 4 
cm? dh 


2—— = 7.0685 cm? — 
8 dt 


cm? 
ж €. 


d 70685 pai? 


Tx; 0897 


Cuando el nivel del agua es de 3 cm, esté sube a razón de 0.2829 cm/s. 


2 09-Un gas escapa de un globo esférico a razón de 4 cm" por minuto; cuando el radio es de 12 cm, ¿qué tan rápido 
disminuye su superficie en la unidad de tiempo? 


Solución 


a) Setraza la gráfica interpretativa del problema. 


Escape de gas a 


4 
z A. El volumen de la esfera v = — rr? 
razón de 4 cm /min 3 


La superficie de la esfera А = 47/2. 


r es el radio de la esfera (12 cm) en un instante f. 


b) Derivamos el volumen y el área de la esfera con respecto al tiempo. 


"ш. А=4тг? 
1 dA 
dr — en E 
4 Zr a" dt 
47 "P 
dv y ar? c dr dt dt 
dt dt 


c) Alescapar el gas, el volumen disminuye y también la superficie de la esfera. 





dA 

dt 8лг 2 

dv ат? г 

dt 

dA 24 

а rdt 
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d) Relacionamos los datos dados con incógnitas buscadas. 





r=12 cm 
; 3 
dy _ д. 
dt min 
E 
dt 
€) Sustituimos en la derivada. 
dA 2 dv 
dt r dt 
dA 1 2 Е сті 
dt (1268 тіп 
dA — 06669" 
dt min 


La superficie de la esfera disminuye a razón de 0.666 cm”/min, es decir, 0.0111 ст 75. 


З ee Un tren corre hacia el Norte a una velocidad de 60 km/h, otro hacia el Oeste a una velocidad de 80 km/h. Si 
a las cuatro de la madrugada el segundo cruzó la ruta del primero en el punto por el que éste había pasado 
dos horas antes, calcula: 


a) ¿Cómo variaba la distancia entre los trenes a las tres de la madrugada? 
b) ¿Cómo variaba la distancia entre los trenes a las cinco de la madrugada? 
c) (Cuándo no variaba la distancia entre ellos? 

Solución 


1) Se traza la gráfica interpretativa del problema. 





N T, T, — Tren que corre hacia el Norte a una velocidad 
e © == (у) de 60 km/h. 
| vem OOOO T, — Tren que corre hacia el Oeste a una velocidad 
мэн © (v,) de 80 km/h. 
2 
" T, 


| М = Dirección Norte 


2) Al graficar con base en la pregunta del inciso a: 


T A las tres de la madrugada el tren (7,) se encuentra 
a 60 km del punto de cruce (P), es decir, se aleja; 
mientras que el tren (7,) se encuentra a 80 km de 
dicho punto, es decir, se acerca. Sea z la variación 
entre los trenes en dicho instante. 
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3) De acuerdo con la gráfica, tenemos un triángulo rectángulo; por el teorema de Pitágoras se verifica la 
siguiente relación. 


(HIP? = (ОР)? +(ADY y 
Z= 


4) Derivamos la expresión resultante con respecto al tiempo. 


22=y*4+x? 
dz dy dx 
$e. 3429 19490. 
4 Y ta 
dy zi 
EL. X жин 
e Aa dt 
dt Zz 
dy 
EE 
24 а d 
` dt z 


5) Relacionamos los datos dados con las incógnitas buscadas. 


x — —80 km 
у--60 km 
ах ду? 
dt h 
ey qim 
dx h 
z = | y? +x? = (60)? +(-80)? = ЛО 000 = 100 km 
| do, 
| dt 


6) Sustituimos en la derivada. 


dy «dx — (60 km) | 60 "1. (-80 im 


dt Z 100 km 
2 
y 3600017 -a 
z h h km 
х. Pr п . Ai ES 
dí 100km 100 й h 


La distancia entre los trenes a las tres de la madrugada disminuye en 28 km/h. 
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7) Graficamos con base a la pregunta del inciso b. 


(o 
1 


A las cinco de la madrugada, el tren (7,) se encuentra 
a 180 km del punto de cruce (P), es decir, se aleja; 
el tren (Т,) se encuentra a 80 km de dicho punto y 
también se aleja. 
у= 180 km Sea z la variación entre los trenes en dicho ins- 
| tante. 





8) De acuerdo con la gráfica, tenemos un triángulo rectángulo; por el teorema de Pitágoras se verifica 
la siguiente relación. 


(HIP)? = (ОР)? +(ADY y? 
г-учх 


9) Derivamos la expresión resultante con respecto al tiempo. 


16e +r 

di dt dt 

ау үй 

| dz A 
dt 24 

dy ах 

& "gg 
dt 2 


10) Relacionamos los datos dados con las incógnitas buscadas. 


x — 80 km dy «0 km/h 
y — 180 km dt 
dx z = Jy! +x? = (080) + (80)? = /38800 = 196.97 km 
479 km/h l s 
dt 
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11) Sustituimos en la derivada. 


dy dx 
d Уд t qp (180 km) (60 kmh) + (80 km)(80 km/h) 


dt z 196 97 km 

2 2 2 
dz _ 10800 km*/h +6400 km*/h 17200 km”/h — 8732 km? /h 
dt 19697 km 196 97 мй 


La distancia entre los trenes a las cinco de la madrugada, aumenta en 87.32 km/h. 


12) Graficamos con base en la pregunta del inciso c. 


A las tres de la madrugada el tren (Т) se encuentra 
a 60 km después del punto de cruce; el tren (Т) se 
encuentra a 80 km antes del mismo punto. 

Cuando no varía la distancia entre los trenes am- 
bos se encuentran a 70 km del punto de cruce. 


70 km 





70 km 


Se observa que el tren (7,) avanza 10 km y el tren (Т,) retrocede 10 km, ambos en el mismo instante. 
Mediante la siguiente relación, obtendremos el tiempo requerido por ambos trenes para cambiar 10 km 
de sus posiciones que tenían a las tres de la madrugada. 


Si60km — 1h 
10 Кт => t 


= 0.166 2> 0.17 h 
60 km 


Si sumamos los tiempos se tiene que 3 de la madrugada más 0.17 h, dan un total de 3.17 horas de la 
madrugada. 


La distancia entre los trenes no varía cuando son las 3.17 horas de la madrugada. 


e» Un obrero se dirige a 91 km por hora hacia la base de una torre de perforación que tiene 24 m de alto. ; Con 


qué rapidez se acerca a la cima de la torre cuando la distancia de la base es de 30 m? 


Solución 


a) Se traza la gráfica interpretativa del problema. 
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OT=x 
Distancia entre el obrero y la base de la torre 


OC=y 
Distancia entre el obrero y la cima de la torre en un 
instante cualquiera 





о E 


b) Con base en la gráfica, tenemos un triángulo rectángulo; por el teorema de Pitágoras se verifica la 
siguiente relación. 


(HIP? = (OP)? + (ADY ? 
y = (24)? +x? 
y-5764x* 


c) Derivamos la expresión resultante con respecto al tiempo. 


y-5764x? 

dy d dx 
d ca EP 

dy Zx dx 

dt Zy dt 

dy x dx 

й y dt 


d) Relacionamos los datos dados con las incógnitas buscadas. 


x=30m 
dx 3 
— = 9— km/h = —9750 m/h 
dt 4 
у= 4/576+ x? = 4576 + (3)? — 41476 = 38.418 m 
dy _„ 
dt 


e) Sustituimos en la derivada. 


dy_x dx 
dt y dt 
-. El obrero se acerca a la cima de 
dy - EXE m/h) la torre con una rapidez de 
dt (38.418 mí 7.61347 km/h, cuando su dis- 


tancia de la base es de 30 m. 





e --1613417 mh ——761347 Кай 
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5 09-A un estanque de agua en completa calma, se tira una piedra que provoca la formación de ondas circulares 
concéntricas; cada onda se aleja del centro a una velocidad de 20 cm/s, ¿con qué velocidad aumenta la su- 
perficie total del agua perturbada al cabo de 8 s? 


Solución 


a) Se traza la gráfica interpretativa del problema: 


m 


1 El área o superficie del círculo, 
m tiene por fórmula A — 7 r?. 


r — Es el radio de la onda mayor. 


b) Al derivar el área con respecto al tiempo, tenemos: 


А = пг? 
ад аг 
—=2лг— 
dt dt 


c) Relación de datos e incógnitas buscadas: 


r= es el radio de la onda mayor, es decir, en el instante 
t= 8 s, tenemos que r = (20 cm - m/s)(8 s) = 160 cm 


ar = es el radio de una onda que aumenta a una velocidad de 20 cm/s. 


? 


&|& s 


d) Al sustituir en la derivada, se tiene: 


dA dr 
—= 2 тг — 
dt dt 
dA 


= 2 (3.1416)(160 cm)(20 cm/s) 


2 = 20106.192 cm? /s 


La superficie total del agua perturbada al cabo de 8 s, 
aumenta a razón de 20106.192 cm"/s. 
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Aceleración en un movimiento rectilíneo 


Siendo la velocidad la razón de cambio de la posición de un cuerpo, nos preguntamos: ¿cuál es la razón 
de cambio de la velocidad? Si la velocidad en el movimiento rectilíneo se define como la rapidez de 


ЭГ” : : : ds 
variación de la distancia con respecto al tiempo v — ar 


5 P : г . d(v) dis 
Si la razón de cambio de la velocidad con respecto al tiempo es: "428 
t t 


. d?s А = 
La segunda derivada 22 se denomina aceleración y se define como: 


La rapidez de variación de la velocidad con respecto al tiempo. 


F dv dis 
aceleración = a = — = 


d de 


Basándonos en los criterios para las funciones crecientes y decrecientes, en el primer y segundo 
métodos para determinar los máximos y mínimos de una función, tenemos los siguientes criterios que se 
aplican para un instante f = tọ 


1. Sia > 0, v aumenta (algebraicamente). 


2. Sia < 0, v disminuye (algebraicamente). 


3. Sia > 0, y lav = 0, s tiene un valor mínimo. 
4. Sia < 0, y lav = 0, s tiene un valor máximo. 
5. Sia = 0 y cambia de signo de (+) a (—), cuando / pasa por |, por lo tanto la velocidad (v) presenta 


un valor máximo para f — f,. 


6. Sia = 0 y cambia de signo de (—) а (+), cuando t pasa por tọ por lo tanto la velocidad (v) presenta 
un valor mínimo para t = ty 


7. Sia y v tienen igual signo, la cantidad de velocidad de un cuerpo (О) aumenta. 
8. Sia y v tienen signos contrarios, la cantidad de velocidad de un cuerpo (О) disminuye. 


Para un movimiento rectilíneo uniformemente acelerado, la aceleración es constante; por lo que si un 
cuerpo cae libremente en el vacío, partiendo del reposo a la superficie de la tierra, lo hace de acuerdo a 
la ley s = 4.9f de donde resulta: 


-—" 
dt 

"EON rw 
dt de 


Nota: El movimiento de caída libre de un cuerpo se obtiene de la ecuación: s — 5 gt’, donde g representa 


la gravedad terrestre (9.8 m/s”), la velocidad se obtiene de v = gt y la aceleración de a = g. 
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velocidad y aceleración en: 
a) Un instante cualquiera. 
b) Un instante de 1 = 2 s. 
c) Un instante de f = 4 s. 


Solución 
a) Para un instante cualquiera: 


1 


=—1+-— 
Ў +5 
e д 
dt 


v= ds (з —1) m/s 
dt 


b) Cuando t — 2 s, se tiene: 


у= 312 — 1 
у = 3(2)2 —1—12-1 
у= 11 m/s 


c) Cuando / — 4 s, se tiene: 


у= 312 —1 
у= 3(4)2 —1—48-1 
y — 47 m/s 





“Га ley del movimiento rectilíneo de un cuerpo está dada por la ecuación s = Г — t + 2 determina su 


у= 312 — 1 
dy _ 
dt 
Р ¿A 6t m/s 
dt 
a — 6t 
a — 6(2) 
a —12 m/s? 
a — 6t 
a — 6(4) 
a — 24 m/s? 


_ 2 ®°-Рага las siguientes ecuaciones de movimientos rectilíneos, calcula el espacio recorrido, la velocidad y la 


aceleración en el instante indicado. 
a) s — f — 6f +9 +4, parat — 3 s. 
Solución 
8-010-62-9-4 
ds 
— = 3? —12t 4-9 
dt ы 
Sit —35,se tiene: 
ds 
v=—3 Gy —12(3) +9 
dt 


у-27-36-9 
v=0 m/s? 
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v=3412 +9 
„ЧИГТ 
а 


Sit = 3 s, se tiene: 
ау 
а = —6(3)2 — 12 
а 


а= 18—12 
a — 6 m/s? 
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Para t = 3 s, tenemos: 
s—P—607-9t44 
5 = (39 —6 (3)? +9(3) +4 
s=27-54+27+4 
s=4m 
b) s = 1201 — 162, para t = 6 s. 
ución 
y = 120t — 32t 
= 167 
s=1201—16t “б =-32 
ds 
ze л. а= —32 ms 
Si t= 6 s, tenemos: Para t = 6 s, tenemos: 
E 162 
v= 120-326) s=1201 — 16t 
di s=120(6) —16(6)? = 720 — 576 
v — 120—192 х cde 
y — —72 m/s 
c) за NEN para t —4 s. 
J2t 
ución 
s i 
Ул 





Si t = 4 s, tenemos: 


ds 12  4—2 __Ž__03535 m/s 


d їл Da 2.8 
t— 
E 


N 





v 


Si 
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2r) - 25 zm Ii — a 





dv 
IA B ———M—— —ÀÓ 
dt (1/21) 2.71 
31 6t — 312 
tN2t — (t —2)) — 
a Sola] amatur 
dt 2p 2p 
120 + 61-38 
%&___ул__ 6P 
dt | 283 “28724 
Si t = 4 s, tenemos: 
dv 6-1 _ 4- (4)? _ 24—16 _ 8 
ш 28J% APJA 128/8 128% 
a — 0.0220 m/s? 
Para f = 4 s, tenemos: 
4 
з=/Л+-—к= 
m 


з= 4[2(4) у= Ме 420 п 


З ө. Саісша el espacio recorrido y Іа aceleración en el instante en que la velocidad se anula por primera vez, 
para las siguientes funciones. 


а) s = 162 — 641 + 64 


Solución 
| 


Siv= ds = (), tenemos: 
dt 


321 —64 =0 
321 — 64 
64 


t = — = 


32 
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1 Primero se deriva la función х lo que resulta: = = 321 —64 


Para t = 2 s, tenemos: 


s — 16r? — 64t + 64 
s =16(2)? —64(2) + 64 
5—64 —128 +64 
25 
^ s—Üüm 

v = 32t — 64 

d y) 

dt 
a-2 og m/s? 

dt 
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Б) s—48t—r 
Solución 
Primero se deriva la función s lo que resulta: э = 48 — 3/2 
5 = 481—1 Para 1 = 4 s, tenemos: 
— ASI — 13 
ds ав ар s =481 -t 
dt s = 48 (4) — (4? —192— 64 
Si v= ©” — 0, tenemos: ^ s=128m 
48—32 —0 — 
32 = —48 2 d 
48 ” 
2---16 49 ва 
-3 а UR 6(4) 
t=+4 5 


а ——24 m/s? 


Д 0s-Se deja caer una pelota desde lo alto de la torre Eiffel (París, Francia) que tiene 300.5 m de altura, ¿cuánto 
tiempo tardará la pelota en llegar al suelo y cuál es su velocidad instantánea cuando toca el suelo? 
Solución 


Datos 


Fórmulas Sustitución 
— s=} ge 300.5 m = 1(9.8 m/s?)? 
g = 9.8 m/s? 2 2 
t=1 v-2 z (8005 2) 
гай di 9.8 m/s 
12 = 61.326 52 
1= +7.831 5 
. ! 2 . > 
| Sis => gt” setiene: 
1 Para t = 7.831 s, tenemos que: 
з= —(9.8) ? 
2 y = 9,8 t =9.8(7.831) 
5= 4.9 12 у = 76.7438 m/s 
ds —981 Resultado 
dt 
dis v = —76.7438 m/s ya que la pelota va hacia abajo. 
v=—=9.81 
dt 


e+ Una piedra que se mueve según la ley s = 641 — 8f, se lanza hacia arriba si s se mide en pies y t en segundos, 
encuentra: 


a) Su posición y velocidad después de 2 s y después de 3 s. 


b) ¿Qué altura alcanza? 
c) ¿A qué distancia se moverá al cabo del cuarto segundo? 
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Solución 

a) Parat—2 s, se tiene: Para t = 3 s, se tiene: 
s=64 1-88 $—64t — 847 
s=64(2) — 8(2? s = 64(3) — 8(3P 
s=128-32 5-0192-12 
s — 96 pies г. s=120 pies 
у = 641 — 812 у = 64 — 16r? 
ds 64 16i v —64—16(3) 
dt v — 64 — 48 
ic ка Tum S. у= 12 pies/s 

dt 

y — 32 pies/s 


b) La máxima altura se alcanzará cuando v — (), es decir: 


v=64-? Para t = 4 s, se tiene: 
64—16 — 0 s=641 — 8 
-16=-—64 s = 64(4) — 84 
_6 з = 256—128 
dé 2. S = 128 pies 
1=45 


с) En el cuarto segundo: 


s = 641 — 8Р 
5 — 128 pies indica que alcanza su máxima altura y empieza a descender. 


T A " ; "T" ; : 
6 99 41/п coche que se mueve según la ley s = 144 t? — — hace un recorrido en 12 min, si se mide t en minutos 
e 

y s en metros, encuentra: 4 


a) ¿Qué distancia recorre el coche? 
b) ¿Cuál es su velocidad máxima? 


с) ¿Qué distancia ha recorrido el coche cuando alcanza su velocidad máxima? 
Solución 
t$ 
a) s—144 P? тү Рмаг- 12min se tiene: 


, (12) 
s =144(12)" UM = 20 736 —5184 = 15 552 т 


El coche recorre 15 552 m en I2 minutos. 
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b) 
L 
s=144 12 —— 
— — 288 t - Bao) 
= 288 1—1 
d = 288 — 3/2 
а 
Cuando а = О, se tiene: 
288—302? =0 
-38---288 
{2 — —288 — 96 
—3 
1= 49.79s | Tiempo crítico 
Valor un poco menor Valor un poco mayor 
wv 288 — 3t? m = 288 — 312 
dt dt 
2. 288 — 3(9)? dv agg- 3(10)2 
dv 88-43 dv 88 300—2 
dt dt 
. dy = . dv = 
dt Máximo dt 
y =288 t— P? 


v = 288(9.79) — (9.79)? 
j v — 2 819.52 — 938.31 


v— 1881.21. 
min 


*. El coche alcanza su máxima 
velocidad a los 9.79 min y es 
de 1881.21 m/min. 


c) Su máxima velocidad es cuando t = 9.79 min; entonces: 


4 
s=142 -É 
4 


s = 144 (9.79)? — 





(9.79)* 
4 


s = 13 801.5504 — 2 296.522876 
s=11 505.02752 m 


г. La distancia recorrida por el coche cuando alcanza su velocidad máxima es 11 505.02752 m. 
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EJERCICIO 22 


. l. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 


Escribe los números 
correspondientes 


10. 


11. 


12: 


Bibliotechnia - 


Una lámpara de arco cuelga a la altura de 3 m directamente sobre un camino rectilíneo y horizontal. 
Si una persona de 1.70 m de alto se va alejando de la lámpara a razón de 60 m/min, ¿cuántos metros 
por minuto se alarga su sombra? 


Un punto se mueve sobre la parábola y^ — 16x, de manera que la abscisa aumenta 2 cm por segundo, 
¿en qué punto aumentan la ordenada y la abscisa a la misma razón? 


Una escalera de 16 m se apoya contra un edificio, encuentra: 


a) La velocidad a la que se mueve el extremo superior cuando el inferior se aleja del edificio a una 
velocidad de 1 m/s y se encuentra a una distancia de él de 10 m. 


b) La velocidad a la que disminuye la pendiente. 


Un tren que sale a las 7 horas de la mañana se dirige hacia el Este a una velocidad de 65 kilómetros 
por hora, mientras que otro, que sale a las 8 horas de la misma estación, se dirige hacia el Sur a 
una velocidad de 80 kilómetros por hora; encuentra la velocidad a la que se separan ambos trenes 
al mediodía. 


Un barco, cuya cubierta está a una distancia de 15 m por debajo de la superficie de un muelle, es 
arrastrado por medio de un cable unido a la cubierta y que pasa por una argolla situada en el muelle. 
Si se sabe que cuando el barco se encuentra a una distancia del muelle de 36 m y se aproxima con 


5 
una velocidad de 1 m/s, encuentra la velocidad del extremo del cable. 


El radio de la base de cierto cono aumenta a razón de 5 cm/h y la altura disminuye a razón de 6 cm 
por hora, calcula cómo varía el área total del cono cuando el radio mide 12 cm y la altura 36 cm. 


El gas contenido en un globo esférico se escapa a razón de 500 cm'/min, en el instante en que el 
radio es de 12.5 cm, determina: 


a) ¿Con qué rapidez disminuye el radio? 
b) ¿Con qué rapidez disminuye el área de la superficie? 
Una vía del ferrocarril cruza una carretera bajo un ángulo de 30°; una locomotora se encuentra a 320 m 


del crucero y se aleja de él a una velocidad de 150 km/h; un automóvil se encuentra a 320 m del crucero 
y se acerca a él a una velocidad de 75 km/h, ¿a qué razón se altera la distancia entre los dos? 


Una placa circular de metal se dilata por el calor, de manera que su radio aumenta con una rapidez 
de 0.1 min por segundo, ¿con qué rapidez aumenta el área cuando el radio es de 25 mm? 


Un tanque cilíndrico vertical de 8 m de radio, se Пепа de agua a razón de 12 m'/min. Encuentra la 
variación de la altura del nivel del agua con respecto al tiempo. 


Un niño eleva un papalote a una altura de 250 m, si se sabe que el papalote se aleja del niño a una 
velocidad de 40 m/s, determina la velocidad a la que suelta el hilo cuando el papalote se encuentra 
a 400 m de distancia del niño. 


Un foco de luz está situado en la cúspide de una torre de 80 m de altura, desde un punto situado a 
20 m del foco y a su misma altura se deja caer una piedra, suponiendo que cae según la ley s = 16, 
determina la velocidad a la que se mueve la sombra de la piedra sobre el suelo un segundo después 
de empezar a caer. 
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13. El espacio recorrido por un automóvil sobre una carretera horizontal con respecto a un punto 
— x А т E dl 
fijo está dado en función del tiempo (t), por la ecuación s = 7 2213 + 22t? + 721. Calcula el 


intervalo de tiempo en el que el automóvil marcha en sentido contrario al inicial. 


14. Una partícula se mueve a lo largo de una línea horizontal de acuerdo con la ley 
s = 2° — АГ + 6f — 121, determina: 


a) ¿Cuándo aumenta la velocidad y cuándo disminuye? 
b) ¿En qué instante cambia el sentido del movimiento? 
c) Elespacio total recorrido en los tres primeros segundos del movimiento. 


15. Una partícula se mueve de acuerdo con la ley s = 22 — 121 + 10 a lo largo de una recta, donde 
(s) se mide en pies y (f) en segundos, calcula: 


а) Su velocidad cuando f = 2 s. 
b) Su velocidad cuando / — 4 s. 
c) (Cuándo es la velocidad igual a cero? 


16. Dadas las siguientes ecuaciones de movimiento rectilíneo, calcula el espacio recorrido, la velo- 
cidad y la aceleración en el instante indicado. 





а) s=3f — t, parat = 3 ps- 2 
V3! +3 
b) s—8t — АР, parat = 5 
à 7 РЕ" 2) 5 = 100 — 4t — 82, parat —3 


Л) 5 = 6? — 2, parat = 1 
d) 5--41--5, parat —4 Р 


17. Dadas las siguientes ecuaciones del movimiento rectilíneo, calcula el espacio recorrido y la 
aceleración en el instante en que la velocidad se anula por primera vez. 








a) s—P +32 —9r 4 d) s—2P — ЗР —12:t- 8 
1+1 
шаал e) s= 
" 4-1 2-4 
12 
с) s=16P — 641 + 64 p A 


18. Una pelota se lanza hacia arriba en forma vertical siguiendo la ley s = 25t — 50, si s se mide en 
metros y г en segundos, encuentra: 


a) Su posición y velocidad a los 3 s. 
b) ¿Cuál es su máxima altura? 


19. Se deja caer una moneda desde una altura de 220 m, determina la velocidad instantánea de la 
moneda cuando alcanza el suelo. 


........................................................................................................ 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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Una pelota se deja caer de lo alto de un edificio que tiene 555 pies de altura, ¿cuánto tiempo le 
tomará a la pelota llegar al suelo y con qué rapidez llegará? (toma la gravedad terrestre como 
32 pies/s?). 


Se deja caer una piedra de una torre de 220 pies con una velocidad inicial de (—22 pies/s), en- 
cuentra: 


a) ¿Cuál es su velocidad después de 3 s? 
b) ¿Cuál es su velocidad después de caer 108 pies? 


Se arroja una moneda a una alberca desde una altura de 100m; un segundo más tarde se lanza 
otra moneda desde una altura de 75 m, ¿cuál de las dos choca primero con la superficie del 
agua? 


Para calcular la altura de una torre, una persona deja caer una piedra de la cúspide de una torre 
sobre una piscina en el suelo, ¿cuál es la altura de la torre si el impacto con el agua se observa a 
los 6.8 s después de arrojar la piedra? 


Un automóvil hace un recorrido en 54 min, moviéndose de acuerdo a s = 127 — 182 + 9t — =, 
midiendo (s) en kilómetros y (1) en horas, encuentra: 


юр 


a) ¿Qué distancia recorre el automóvil? 
b) ¿Cuál es su velocidad máxima? 
с) ¿Qué distancia ha recorrido el automóvil cuando alcanza su velocidad máxima? 


Dos móviles tienen a lo largo del eje x las siguientes posiciones: s, = 6t — f^ y s, = P— 4t, 
determina: 


a) ¿En qué instante tendrán igual posición? 
b) ¿En qué instante tendrán la misma velocidad? 
c) ¿Cuál será la velocidad de cada móvil en el instante t = 2 s? 


d) ¡Cuándo se mueven en la misma dirección? 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» s +... «esee ........ е 


Problemas de optimización sobre máximos 
y mínimos, áreas y volúmenes 


La mayoría de los problemas estudiados en cálculo se han presentado en forma de ecuaciones. Pero en 
los problemas de física, ingeniería y economía que no están formulados en términos de ecuaciones mate- 


máticas, 


es necesario elaborar un planteamiento que indique el proceso de solución. 


Las expresiones como el menor costo en el menor tiempo, el mayor volumen, el tamaño óptimo, la 
menor área, la mayor ganancia, la menor distancia, el más alto voltaje, la mayor productividad, el menor 
esfuerzo; en todos los casos nos referimos a valores máximos y mínimos. 

Existen varios pasos a considerar en la solución de este tipo de problemas, por ejemplo: la representa- 
ción gráfica que interprete el problema dado, la simbología literal para las cantidades conocidas y para las 
cantidades por determinar, hacer el planteamiento matemático en términos de una variable independiente, 
hacer la sustitución en la ecuación de los valores conocidos y los desconocidos, realizar las operaciones 
y obtener los resultados requeridos. 
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Сото lo anterior es bastante difícil, es necesario apoyarnos en las siguientes instrucciones: 
1. Se detemina la función cuyo máximo o mínimo se desea obtener. 


2. Si la expresión planteada contiene más de una variable, las condiciones dadas del problema nos 
proporcionarán suficientes relaciones entre las variables para que la función se exprese en términos 
de una sola variable independiente. 


3. A la función resultante se le aplican las reglas del primer método para el cálculo de máximos y 
mínimos. 


4. Es necesario construir el esquema de la función para comprobar los resultados obtenidos. Es conve- 
niente recordar que en los problemas de optimización se aplican todos los conocimientos del cálculo 
diferencial, por lo que su práctica permite fijar aprendizajes razonados y creativos. 


EJEMPLOS 





*Encuentra dos números positivos cuyo producto es 288 y que la suma del doble del primero más el segundo 
sea mínima. 


Solución 
Sea x el primer número 
Sea y el segundo número 


La ecuación de la suma mínima es: и —2x 4- у (1) 
La ecuación que establece el producto de los dos números igual a 288 es xy — 288 (2) 


288 
х 


De la ecuación 2 se tiene: y — 


Al sustituir la igualdad en la (1), tenemos: 


R 288 Aplicando el primer método para determinar 
и-2х--- 
х máximos y mínimos relativos, resulta: 
du 288 
I cs T 
dx гс 
3288, 
х 
ER 
2x 88 m 
x 
2x? — 288—0 
2x? = 288 
x zm 288 
2 
x? =144 





x:—3-12 ] Valores críticos 
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Al analizar el valor crítico de x — 12, se tiene: 





du 288 2288 

dx х? ах 

да) 288 du _„_ 288 

dx (11? dx — (3X 

du 288 du 288 
——2————2-2.38 сагс ES ONES, ЗӨВ 

dx 121 e ao 1.704 
du du 

— = —().38 = — = 0.296 = 

dx Mínimo dx 


Cuando x = 12, tenemos un mínimo cuyo valor es: 


ELLA 
288 

u—2(12)4- — 
12 

и = 24 4-24 — 48 


Existe un mínimo igual a 48. 


Confirmando la existencia del mínimo, tenemos que el primer nümero buscado es x — 12; sustituyendo 
en la igualdad de la ecuación 2, se obtiene el segundo número: 


288 288 


=— =— = 24 
$ 12 
Sustituyendo los valores x = 12 y y = 24 en las ecuaciones 1 y 2, se comprueban las condiciones del 
problema: 
u=2x+y (1) xy — 286 (2) 
u — 2(12) 4- 24 (12)(24) = 288 
и = 48 288 = 288 


Los números buscados son 12 y 24. 


è+ Encuentra dos números positivos que sumados sean igual a 10 y que el cuadrado de uno por el cubo del otro 
dé el producto máximo. 


Solución 
Sea x el primer número 


Sea y el segundo número 


La ecuación que establece la suma de los dos números igual a 10,cs:x+ y = 10. (1) 
La ecuación del producto máximo esu = xy? (2) 
De (1). se tiene: y — 10 — x 
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Al sustituir la igualdad en (2), tenemos: 


Aplicando el primer método para determinar 


u — x*(10 — xy ЯГ ва 
los máximos y mínimos, resulta: 
= =49[2(10—х)(—1)]+10—х)(3х?) 
йи 
227 —2х3(10—х)+3х?(100 — 20x + x?) 
du 


X = —20x? + 2x* + 300x? — 60x? + 3x* = 5x* — 80:3 + 300x? 


5x* — 82x? + 300 =0 
5х?(х? —16x +60) — 0 
552-0  x-16x460—0 
Хү-0 (х-10)(х-6)-0 
х-10-0 х-6-0 
x; —10 х; —6 


Como los números buscados deben ser positivos y x, — O no se satisfacen las condiciones del problema; 
por tanto, se analizan los valores críticos en x, — 10 y x, — 6. 


Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
du = 5х* — 80x? + 300x? de = 5x* — 80x? + 300x? 
dx dx 
du 4 2 du 4 
E 9 — 80(9)? + 300(9) a X —80(11)+ + 300(1 1? 
du du 
m c——— ax P 205 —106 480 4- 36 300 
dx Mínimo dx 


| Este resultado no interesa ya que se busca un máximo. 


Para x — 6 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
x5 x=7 
- 5x* — 80x? + 300x? t 5x* — 80x? + 3001? 
dx dx 
du 4 3 2 du 4 3 2 
7. 5(5)* — 80(5)* + 300(5) Жэ 5(7)* -80(7У + 300(7) 
du du 
— = 3125 —10 000 4- 7 500 — =12 005 — 27 440 + 14 700 
dx dx 
S ui | х. CH 
dx Máximo dx 
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Cuando x — 6 tenemos un máximo cuyo valor es: 


u= x(010— x 


и = (6) (10 — 6} 2. Existe un máximo igual a 3 456. 
и = 216(4)? = 216(16) 
и = 3456 


Al confirmar la existencia del máximo se tiene que uno de los números buscados es x = 6, al sustituir en 
la igualdad de la ecuación 1 se obtiene el segundo número: 


у-10-х-10-6-4 


Al sustituir los valores x — 6 y y — 4 (1) y (2), se comprueban las condiciones del problema: 


x+y=10 (D и= ху? (2) 
EFT- u = (6 (4? 
10=10 и = 3 456 


Los números buscados son 6 у 4. 


3 e€* De una pieza cuadrada de hojalata cuyo lado mide 64 pulgadas, se desea construir una caja abierta por 
arriba del mayor volumen posible, cortando de las esquinas cuadrados iguales y doblando hacia arriba la 
hojalata para formar las caras laterales. ¿Cuánto debe medir cada lado del cuadrado que se recorta y cuál es 
el volumen máximo? 


Solución 


a) Se traza una gráfica que representa al problema: 


64 pulg 








64 pulg 





Sea: x la longitud del lado del cuadrado pequeño, es decir. la altura o profundidad de la caja. 
64 — 2x la longitud del lado del cuadrado que forma el fondo o la base de la caja. 
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El volumen de la caja se determina por la ecuación: 


Volumen — (Área de la base)(Altura) 
v—(64—2xy x) | расо el ише método para calcular 
máximos y mínimos, tenemos: 


> 


— — (64 —2x? — x(2(64 — 2x) (22) 
= (64 — 2xY. — Ax (64 — 2x) 
—4 096 —256x + A? —256x + 8x? 


12x? —512x +4 096 


В |5 эээ 


12х2-512х--4 096 — 0 
(x — 32) (12x—128) = 0 
x—32— 0 (12x—128) = 0 
x, = 32 12x = 128 


128 32 
X———— 
2 3 
х, = 10.667 
Un valor un poco menor Sens Un valor un poco mayor 
x-—3l x33 
L чка — 512х+4 096 DY 12x? 512x--4 096 
dx dx 
dv 2 dv 
mc MARO — 512310) +4 096 un ж. a ж. Жа 
йу йу 
—=11 532 —15 872+ 4 096 — = 13 068 — 16 896 + 4 096 
dx dx 
dv dv 


E 
S 


Ac T. — 58 — 
Mínimo 


Este resultado no nos interesa, ya que buscamos un máximo. 


Para x — 10.667 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 


x=10 x=11 


12x? — 512x + 4 096 12x? — 512x +4 096 


— 12 (10? —512(10)-- 4 096 = Dy —512(11) 4- 4 096 


— | 200—5 120 +4 096 


Máximo 
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Cuando x — 10.667, tenemos un máximo cuyo valor es: 


у= (64 — 2xY (x) 


p= [64 = 2(10.667)] (10.667) г. Existe un máximo igual a 
v — (18020.3876)(10.667) 19 418.07406 pulg”. 
v=19418.07406 


г. El lado cuadrado que se recorta debe medir x = = = 10.667 pulg. 


para que la caja tenga un volumen máximo de 19418.07406 pulg”. 


4 ®. Епсиспіга la altura del cono de volumen máximo que puede inscribirse en una esfera de radio г. 
Solución 


a) Se construye una gráfica interpretativa del problema: 





ГА 
Sea Л la altura (AC) del cono. 
rel radio (BC) de la base del cono. 
2 
v= х : h Volumen del cono. 
вс Si ^ = (АССР) = h(2r — h) 
гр 


Al sustituir en la ecuación del volumen, tenemos: 





т rh 
У = 
3 
y hOr —h) h 
E 3 


T Aplicando el primer método para calcular 
у= — I^ Qr -—h) | a мив 
3 máximos y mínimos, tenemos que: 











dv т T 
—--R(C14-—-Qr-—h)92h 
m jy re 
dv nh Anrh 211 
dh 3 3 3 
dv Anrh Ат 
dh 3 А 
4тгһ_ №0 
3 
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3 
h =0 ЭЛ h=0 
dx 233 
3 
"E. r 
= 
AE 
3 
b) Se analiza el valor crítico А = E lo que resulta: 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
h=r E 
dv Amrh : 
а ИК БРЕ dv 4Атгһ n 
dh 3 dh 3 
dv 4rr(r) 2 Sr 
dv _4тг ad dh 3 3 
dh 3 dv 20тг2 25лг) 
di 3 — de го 
Máximo dh 9 
Cuando А = + tenemos un máximo cuyo valor es: 
v=5/PQr=h) 
E z(4r] ғ EL 
"s 3 3 
"17 | 
a | 
_Nar 
81 
321 г? 





La altura del cono debe ser й = t para que tenga un volumen máximo de 


y pueda inscribirse en una esfera de radio r. 
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5 ee-Encuentra el radio y la altura del cilindro circular recto de volumen máximo que puede inscribirse en un 
cono circular recto que tiene un radio de 5 cm y una altura de 9 cm. 


Solución 


a) Se traza una gráfica interpretativa del problema. 


Sea у = xr” А, volumen del cilindro 


AS 9 ст Е--9 ст, altura del cono 
C — 5 cm, radio del cono 
h — 9 — E, altura del cilindro 


r — radio del cilindro 
































9 9-8 

Э r 

"T 509 — А) | Sustituyendo en la ecuación 

9 del volumen, resulta: 
у= т? В 
2 
ara h 
9 
m 
y = q1|—— —— —|h 
9 
257 h(9 — h)? Aplicando el primer método para calcular 

сан 81 los máximos y mínimos, se tiene: 
dv 25mh 2577 
— = 29 — MD + (9 — h} == 
di 81 (2X X—-D-( ) 81 
БХ эс 2ОХ RO UA, EON арай) 
dh 81 81 
dv 4507h 50) 450тЛї 251 h? 
— = +27 — 
dh 81 81 81 81 
dv 9007 h 757 h? 
Р сэ — 
dh 81 81 
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2 0257 — 9007 А + 757 h? 
81 
2 0257 — 9007 А + 757 h? 


25т- 
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0 


-0 | Por fórmula general para ecuaciones de segundo grado 


_ 9007 -+ {810 0007? —4(757) (2 0257) 





























h 
2(75т) 
h= 9007 + 202. 5007? _ 9007 +4507 
1507 1507 
| 13506 
i —— = 
150% Valores críticos 
24504 4 
150 7 
b) Seanalizan los valores críticos para obtener el máximo: 
Para h = 9 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
h=8 h=10 
2 2 
dy jg, 2007 h 7157 h dv уй 2007 h , 75% h 
dh 81 81 dh 81 81 
dv 900z(8) 757 (8) dv 900z(10)  757(10) 
— = 25r — == е — = 257 – ———— + 
аһ 81 81 ап 81 81 
dv _ убт 22007 , 4 8007 dv js, 9 000r 7 5007 
dh 81 81 dh 81 81 
dv 3157 _ E SE ow 
dh 81 1 Mínimo dh 81 Е: 
н El resultado anterior no nos interesa уа que buscamos ип máximo: 
Para h = 3 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
dv 9007 h 75т h? dv 900r h 75т А2 
— = 27 ————— 4 ——— — = 2571 — + 
dh 81 81 dh 81 81 
2 
dv js, 90070) , 7572) dv sí. 90010) , 7504)? 
dh 81 81 dh 8I 81 
dv _ 75, 18007 3007 dv _ _ 36007 1 200т 
dh | 81 81 dh 81 81 
dv 5257. dv ЗТ5т _ 
dh 81 /— Máximo dk 81 
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Cuando h = 3 se tiene un máximo cuyo valor es: 


, 25т h(9 — hy 





81 
ж 25т(3)(9 — 3)? Ё 75т(6)? л 15т(36) 
81 81 81 
, 2700 _ 3007 _ 1007 
81 9 9 





La altura del cilindro debe ser Л = 3 cm para que tenga un volumen máximo de ст”. 


Para calcular el radio se sustituye el valor de й = 3 ст en la ecuación г = 39—h) 





‚ lo que resulta: 


mE o 30 10 





9 9 3 
El volumen máximo del cilindro inscrito en el cono dado es de 10r ais 


lo cual ocurre cuando el radio es de Dem y la altura de 3 cm. 

б e--En un instante determinado, un buque (M) se encuentra a 130 km al Este de otro buque (№). M empieza a 
navegar hacia el Oeste con una velocidad de 20 km/h, mientras que N lo hace hacia el Sur con una velocidad 
de 30 km/h. Si las rutas iniciales no se modifican, encuentra el tiempo que transcurrirá hasta que la distancia 
que los separe sea mínima y calcula dicha distancia. 


Solución 


a) Se traza la gráfica interpretativa del problema. 


Sean: M, y N, las posiciones de los buques en el 
instante inicial. 
M, y N, las posiciones de los buques f horas 
más tarde. 
La distancia recorrida por M en t horas es de 201 
kilómetros y la recorrida por N es de 301 kilómetros. 





La distancia entre los buques H se determina por el teorema de Pitágoras, es decir: 


Н? = (3007 + (130 —20/)2; aplicando el primer método para calcular los máximos y mínimos rela- 
tivos, resulta: 


Н? = (301)? + (130 — 201)? 


me = 2301630) + 2(130 — 201120) 


dH _ 18001—5 2004-8001 2 6001—5 200 


dt 2H 2H 
dH — 1 3001: — 2 600 
dt — H 
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1 3001 —2 600 6 0 
H 
1 3001 —2 600 = 0 
1 3001 — 2 600 
_ 2600 
71300 
t=2 ) Valor crítico 
Analizando el valor crítico resulta: 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
f=1 f=3 
dH 1300-2600 dH 1300-2600 
do H de H 
dH _ (1 300X1)-2 600 dH (1 300X3)-2 600 
de H dt H 
dH 1300 .- dH 130. 


d H | Mínimo di H і 
Cuando / = 2 se tiene un mínimo cuyo valor es: 


H? = (301 + (130 — 201? 

н? = [302] + [130 — 20] 

H? —3 600-- 8 100— 11 700 
Н =+ 108.16 


La distancia mínima entre los buques es de 108.16 km y se produce 
2 horas después de iniciarse el movimiento. 


| 7 ®°-5с supone que la resistencia de una viga de sección transversal rectangular es directamente proporcional 
al ancho y al cuadrado de la profundidad, ; cuáles son las dimensiones de la viga de mayor resistencia que 
puede aserrarse de un tronco redondo de 36 pulgadas de diámetro? 


Solución 
a) Setraza una gráfica interpretativa del problema: 


Sean x, ancho 
y, profundidad 
Por el teorema de Pitágoras tenemos que: 
Ф — х? + y”, como el diámetro es de 36 pulgadas 
resulta: x^ + y! = (36 ox? + у? = 1296 (1) 





La viga tendrá resistencia máxima cuando la función 
ТОО —xy! (2) sea máxima. 
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De (1) se despeja у? y se sustituye en la (2), se obtiene la función en términos de x. 


(D х2--у--1296 (2) /(х)=ху? 
y? =1296— х? /(х)= x(1296 — x?) 


Al aplicar el primer método para calcular los máximos y mínimos, resulta: 
/(х)= х(1 296 — х2) 


Р(х) 21 296х — х? 
f'(x)=1 296 — 3x? 





1 296 – 3х2 = 0 
—3х? = —1 296 
2-5 
x = 420.7846 
Considerando el valor crítico positivo, se tiene: 
x — 20.7846 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
х=20 *==21 
/'(х)=1 296 - 32 f'G) =1 296—3х? 
f'(x) = 1 296 — 3(20)? /'(х) =1 296—3 (21)? 
f'G) —1 296 —1 200 f'G) —1 296—1 323 


f(x) = 96 a" fm) =-27=09 
Máximo 


Cuando x — 20.7846, se tiene un máximo cuyo valor es: 
f(x) = 1296 — х? 
f(x) = 1296(20.7846) — (20.7846)? 
f(x) = 26936.8416 — 8978.9388 
f(x) = 17957.9028 


Existe un máximo en 17957.9028. 


Como nos piden las dimensiones, se tiene que: 


Ancho Profundidad 
x — 20.7846 pulg у? =1296—x? 
у= 4/1296 — x? 
y = 41296 — 432 
у= 4864 


. у= 29.3938 pulg 
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8 ө. Encuentra las dimensiones y el volumen del cilindro recto circular máximo que se puede inscribir en una 
esfera de radio a. 


Solución 


a) Se traza la gráfica interpretativa del problema: 


Sean r, radio del cilindro 
h, altura del cilindro 
у= r hel volumen del cilindro 


Al aplicar el teorema de Pitágoras en el triángulo rec- 
tángulo sombreado, se tiene la siguiente relación: 


һр 
а? = г? ЫН | de donde: 


20022071 |Sustituyendo en la ecuación 
г = а? —— 
4 | de volumen, tenemos: 
у= п rh 
¿ ME h Al aplicar el primer método para calcular 
у= т |а? — — . ша : 
- máximos y mínimos se tiene: 

















2 
e E +22) 
аһ 4 4 
dv мэ ‚ 302 
—— = п| al -—-— |=т|а?— 
dh 4 2 4 
27 nk _\ 
4 
3s h? 
———— = ап 
4 
—Зп h? — —4а?т 
-3Ж 3 
pat 


43 


Al analizar el valor crítico positivo, resulta: 


ni 
Sit? 


Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 


h—a Ё-- 





Ss 
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dv е 3x h? 
— = т—-— 
аһ 4 
йу 2. Зт (ay 
— — ^T — 

dh 4 
dv 2. За?т 
— — 29 —— 
dh 4 


2a 
Cuando h — — 
43 


We 


T 
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se tiene un máximo cuyo valor es: 


2 
a? E) 
4 








dv _ а 3s 
dh | 4 
2 
3a 
3m| == 
> E 
—=а п 
dh 4 
dv > _ 9@т 
— — (1 — 
dh 
dv 


& 


ar i 5a? т 
= ат – — = -а!т-1---- 
dh 4 | Máximo 4 л 


кек ni Md 
4 NE 


Тэс 


so 


2 


4a? 


NE 


E 


4 та! 


UNS 


Se tiene un volumen máximo de 


Como se piden las dimensiones, se tiene que: 


Altura 


h= 


Ss 
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43 
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Las dimensiones del cilindro para un volumen máximo de v= : 


к=] 2. 
уг 4 f 


4c ac 


x5 








Radio 
Au A 
4 
2a Y 
NN 
4 
sa E За 
12 3 
2 
r= a 
3 
ra ян 
343 
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9 es-Encuentra las dimensiones del cono recto circular de volumen mínimo que se puede circunscribir a una 
esfera de 12 cm de diámetro. 


Solución 


a) Se traza la gráfica interpretativa del problema. 


Sean x= radio de la base del cono. 
y + 12 — altura del cono. 


2 
i2 : h Volumen del cono. 





Con base en los triángulos ABC y DBE por ser semejantes, 
se tiene: 


AABC: Cateto opuesto (y + 12) АВЕ: Cateto opuesto (yy = 144) 
Cateto adyacente (x) Cateto adyacente (12) 





х y+12 
i NA Al elevar al cuadrado, resulta: 
12 y y2144 





х? Qu12* 


144 y?—144 
аш 144(y + 12)2 _ 1449412) _ 2 


»(»Hd26-12 | у-12 


Al sustituir la anterior igualdad y la altura (y 4- 12) en la ecuación del volumen, resulta: 


"rh 
== 
3 
; 144 (y +12) 
у-12 
| 3 
144 т (y 4-12? | Al aplicar el primer método para calcular 
Yo n 
З(у-12) 


3(y —12)[1447 (2) (у+12)]—144т(у 4-12) (3) 
[Xy — 2] 
_ 8647(у + 12)(у – 12) — A32z y + 12Y 
Е 9 (y —12)? 
Ят (y —12)[96 (y — 12) — 48 (y 4-12)] 
JS (у — 12? 
59 (y — 12)(96у — 1152 — 48у — 576) 
(y—12y 





| ээ 


los máximos y mínimos, se tiene: 


SIS 3/9 3/2 2/9 
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dv r(y+12X48y—1728)  48z(y-- 12X y — 36) 


dy (y-12y (у—12)° 
48т(у+12)(у—36) -0 
(y-12? 
48т(у + 12€ y —36) — 0 
y+12=0 y-36=0 
y =-12 y, =36 | Valores críticos 


Se analiza el valor crítico positivo, lo que resulta: 





Un valor un poco menor мэ Valor un poco mayor 
y=35 y=37 
dv 48л(у-12Ху-36) dv  48m(y+12Xy- 36) 
dy (у-12у dy (у-10№ 
dv _ 482(35--12)(35 — 36) dv 48л(37--12Х37-36) 
dy (35-12) dy (37-12) 
dv 487(47Х-1) dv _ 487(49)(1) 
dy 03) dy 05) 
dv -2256т dv 235271 
dy 529 dy 625 
de _ Q 8. 
dy | Mínimo "S £a А 


Cuando y — 36, se tiene un mínimo cuyo valor es: 


_ 144т(у +12)2 
© Xy-12) 
2 2 
_Mar(y +12? _ 48748? _, 2300 
З(у-12) 24 
v= 46087 


Existe un mínimo en у = 4608 л. 


Como nos piden las dimensiones del cono, se tiene: 





Altura Radio 
y +12 2 140+12) 
36412 = 48 y-12 
La altura del cono es de 48 cm. 2 _ 1486+12) za: 144(48) 
36—12 24 
x? — 288 


x? = 288 = J144(2) = 124/2 cm 


Las dimensiones del cono para un volumen mínimo de v = 4608 л cm son: 
altura de 48 cm y radio de 1242 cm. 
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ТО e*- Encuentra las dimensiones de un recipiente cilíndrico de latón, de 1200 pulg? de capacidad, que requiere la 
menor cantidad de metal (área total). 
Solución 
a) Se traza una gráfica interpretativa del problema. 


Tapa 
2zr — Sean: г = radio de la base 
| h = altura 
v = capacidad o volumen 1200 pulg? 
А-2 Л 1 А 
А = cantidad de metal 
| La ecuación del volumen del cilindro es: 


у= п h= 1200 pulg? (1) 


Ваѕе 


La ecuación del área total que se requiere de metal es: 
Árca Árca Árca 


-— араз EM 
A= e a В 2n r -2n rh (2) 


De la (1) se despeja Л, resultando: 














у= rr? h 
| 1200=тг?Л 
Б 1200 Al sustituir en (2) 
car se tiene: 

А=2тг?+2тгһ 

A-2x r em 

AÑ? D 2990 2 400 AI Jin prc método para calcular 

los máximos y mínimos, resulta: 

dA 2 400 
— —42r— 

dr г? 
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4y r- 29 .g 
So 
Ат г 2400 , 
р? 
år г? 2 400—0 
4nr? = 2 400 
з 2400 
] e 
47 
г = 5.758 pulg 


Al anlizar el valor crítico, tenemos: 











r — 5.158 

Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 

r=5 r=6 
dA py 2300 ЯА а. o 
dr | ғ dr | г 
dA 2 400 dA 2 400 
— = 4 q(5)———— — =4 п(6) — 
dí 00) ea a O 
JA — бэвэ1-96 ЯА _ 75.398 — 66.667 
dr dr 
dA dA 


Lun СА аад: 
аг Mínimo dr 


Las dimensiones del cilindro para el cual la cantidad de metal es mínima son: 


Altura Radio 
һ.1200___ 120 _ r — 5.758pulg 
mr? m(5.758y 
| h —11.52 pulg 


El área mínima de metal es: 


А = 27 г2 +27 r h 

А = 2m (5.758? + 21(5.758)(11.52) 
А = 208.316 4- 416.777 

A — 625.093 pulg? 


Las dimensiones del cilindro son altura л = 11.52 pulg, radio г = 5.758 pulg; 
la cantidad mínima de metal para construirlo es de A — 625.093 pulg”. 
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Máximos y mínimos aplicados a la economía 


El procedimiento para determinar los máximos y mínimos (primer método) es un modelo efectivo a seguir 
en el campo de la economía. 

En la Teoría económica se tienen las relaciones entre el beneficio marginal, ingreso marginal y costo 
marginal, con respecto al número de unidades que se producen o se venden; matemáticamente se expresa 
por la ecuación: 


Р (beneficio total) — R (ingreso total) — C (costo total) 


La derivada de cada una de las anteriores razones de cambio, nos da como resultado los marginales 
(márgenes o límites) económicos. 





EJEMPLOS —— — — — — — — — — — — —. 


2 
*El costo total de producción de х unidades diarias de un producto es de [E +70x + so] dólares y el precio 


de venta de una de ellas es de [to E dólares; encuentra: 


a) El nümero de unidades que se deben vender diariamente para que el beneficio sea máximo. 


b) Demuestra que el costo de producción de una unidad tiene un mínimo. 


Solución 


a) El beneficio de la venta de x unidades diarias está dado por la ecuación: P — R— C 
| 2 
| P = хоо -5)- E 70х+50 
2 2 
Al aplicar el primer método para calcular 


P —30x — x? – 50 | ЭР ini : 
los máximos y los mínimos, se tiene: 


ИР oss 
dx 
30—2x—0 
—2x — —30 
_ —30 
NE | 
Х-215 
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Analizando el valor crítico, resulta: 


Рага х = 15 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
x=14 x=16 
Р 40-эх ИР аў. 295 
ах 
ар ар 
— = 30 — 2(14 — = 30 — 2(16 
= (14) as 2(16) 
dx Máximo dx 


Cuando x — 15, se tiene un máximo cuyo valor es: 


Р = 30х — х2 — 50 

Р = 30(15) — (15) — 50 
Р = 450 – 225 – 50 
Р--175 


Se deben vender 15 unidades diarias para que el beneficio máximo sea de 175 dólares. 


b) Para analizar los efectos en los niveles de producción en el costo, se utiliza la función de costo medio 


(c) que se expresa por la ecuación: C — = 
Ж 


Al aplicar el principio anterior, se tiene: 





x 
ало +50] 
C= 
x 
- Al aplicar el primer método para calcular 
E- im? | T M P 
2 х los máximos y mínimos, se tiene: 
dC 1 50 x -10 
dx 2 r 2x? 
x!—100 | 
2x? 
x? —100=0 
х2-40 


х-10 | Valor crítico 
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Al aplicar el valor crítico, se tiene: 
Para x — 10 
Un valor un poco menor Un valor un poco mayor 
dC x!—100 ас x'—100 
dx 2 d — 2€ 
dC _ (97-100 dC (119-100 
dx 209) dx AMP 
dC 81—100 dC 121-100 
dx 162 dx 242 
dC dC 


TS 25 —0086-- 
dx Mínimo dx 


Cuando x — 10, se tiene un mínimo cuyo valor es: 


C —5--704-5 — 80 


El costo de producción de una unidad tiene un mínimo relativo a 10 unidades 
diarias producidas con un costo mínimo de 80 dólares. 


2 ө. Una empresa ha calculado que su ingreso total por un cierto producto está dado por la ecuación 
R = (52500x + 4502? — x^) pesos, en donde x es el número de unidades producidas; ¿qué cantidad de pro- 
ducción dará un ingreso máximo? 

Solución 


| R = 52500x + 450 — x 
Al aplicar el primer método para calcular los máximos y mínimos, se tiene: 


dR _ 52 500+ 900x322 
ах 


52 500 + 900x — 3x? — 0 
17 500 + 300x— x? = 0 
(350 — х)(50 + х) = 0 


350 х = 0 50+ х= 0 
—x = —350 x? = 50 
x, — 350 
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Al analizar el valor crítico positivo, resulta: 


Para x — 350 

Valor un poco menor Valor un poco mayor 

x= 349 x= 351 
АЁ ar 500 + 300x — x? К аа 500 + 300x — х? 
dx dx 
Zon 500 + 300(349) — (349)? Zan 500 + 300(351) — (351)? 
E a 500 4- 104. 700 — 121 801 EE di 500 + 105 300 — 123 201 
dx dx 
dR dR 


LR ЯА 55 -401-5 
dx | Máximo  ® 4 


Cuando x — 350, se tiene un máximo cuyo valor es: 


R=52 500x + 450x? — х? 

R = 52 500(350) + 450(350?? — (350) 

К —18 375 000+ 55 125 000— 42 875 000 
| R = 73 500 000 — 42 875 000 

R — 30 625 000 


El máximo ingreso se obtiene cuando se producen 350 unidades, 
siendo esté de 30 625 000 pesos. 





EJERCICIO 23 


|. Al aplicar el primer método para calcular máximos y mínimos, en equipo, resuelvan los siguientes 
problemas y en plenaria discutan sus resultados. 


cem | Determina el área del mayor rectángulo con lados paralelos a los ejes coordenados, que puede ins- 
pM cribirse en la figura limitada por las dos parábolas 4y = 16 — х? y 8y = л? —16. : 
== 2. Encuentra las dimensiones del mayor rectángulo que pueda inscribirse en la elipse гч —=1, 


y 
2 


Competencias 3. Elabora la gráfica de y = 8 — x^ y determina los puntos que quedan más próximos a P(0,4). 


4. Una página rectangular ha de contener 36 cm? de impresión; los márgenes superior e inferior de 
la página tienen una anchura de 1 5 em: los márgenes laterales tienen 1 cm, ¿cuáles deberán de ser las 
dimensiones de la página de modo que la cantidad de papel a emplear sea mínima? 


5. Un rectángulo tiene un perímetro de 900 m, ¿cuáles deberán de ser sus dimensiones para que su 
área sea máxima? 

6. Encuentra dos nümeros cuya suma sea 120 y de forma que el producto de uno de ellos por el cua- 
drado del otro sea máximo. 


7. Encuentra dos números positivos cuya suma sea 220 y cuyo producto sea máximo. 
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El producto de dos números positivos es 192, ¿qué números se habrían de elegir para que la suma 
del primero con tres veces el segundo fuera un mínimo? 


Se ha de construir una caja abierta por arriba a partir de una pieza cuadrada de latón de 12 pulg 
de lado, cortando cuadrados iguales de cada esquina y doblando los lados; determina el volumen 
máximo de la caja que se pueda construir. 


Un rectángulo está definido por el eje x y el semicírculo y = 25 — x^, ¿qué longitud y ancho debe 
tener el rectángulo para que su área sea máxima? 


Un triángulo rectángulo en el primer cuadrante del sistema coordenado, está formado por el eje x, 
eje y y la recta que pasa por el punto A(2,3); determina los vértices del triángulo para que su área 
sea mínima. 


2 . 2 . $ 
El área de una superficie rectangular es de 18 m', se sabe que en su interior hay otra de forma que 
los márgenes superior e inferior son de 4 т y que los márgenes laterales son de 2 m, determina las 
dimensiones de la superficie exterior para que el área comprendida entre los márgenes sea máxima. 


Se desea construir un recipiente cilíndrico metálico de base circular y de 125 cm? de volumen; de- 
termina las dimensiones que debe tener para que la cantidad de metal (área total) sea mínima, en el 
caso en que: 


a) El recipiente sea abierto. 
b) El recipiente sea cerrado. 


El perímetro conjunto de un círculo y un cuadrado es 24 pies; determina las dimensiones del círculo 
y del cuadrado que den un área total mínima. 


El perímetro conjunto de un triángulo equilátero y un cuadrado es 40 cm; determina las dimensiones 
del triángulo y del cuadrado que den un área total mínima. 


Encuentra dos números positivos tales que la suma del primero con el doble del segundo sea 200 y 
cuyo producto sea máximo. 


Un ganadero dispone de 2 000 m de malla para cercar dos corrales rectangulares adyacentes, ¿cuáles 
son las dimensiones para que el área encerrada sea máxima? 


Se construye una caja con una pieza rectangular de cartón de 16 pies por 6 pies, cortando cuatro 
cuadrados iguales para formar las esquinas y doblando las cajas, ¿qué longitud por lado deben tener 
los cuadrados para que la caja tenga el volumen máximo? 


Se tienen que cercar dos terrenos, uno es un rectángulo con una longitud del doble del ancho; el 
otro un cuadrado. El rectángulo debe contener por lo menos 1 764 т? y el cuadrado por lo menos 
800 п”, se tienen 1360 m disponibles de cerca. 


a) Sixes el ancho del terreno rectangular, ¿cuáles son los posibles valores máximos y mínimos de х? 
b) ¿Cuál es el área total máxima posible? 


Una huerta rectangular ha de proyectarse al lado del solar de un vecino, debe tener un área de 10 
800 m"; si el vecino paga la mitad de la cerca medianera, ¿cuáles son las dimensiones de la huerta 
para que el costo de cercarla sea para el dueño de la huerta mínimo? 


Determina el diámetro de un bote cilíndrico de hojalata de un litro de capacidad para que en su 
construcción entre la menor cantidad de hojalata: 


a) Si el bote es abierto por arriba. 
b) Si el bote es cerrado. 
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La resistencia de una viga rectangular es proporcional al producto del ancho por el cuadrado de 
su espesor; calcula las dimensiones de la viga más resistente que puede cortarse de un tronco 
cuya sección transversal es una elipse de semiejes a (mayor) y b (menor). 


Dada una esfera de 9 cm de radio, calcula la altura de cada uno de los sólidos siguientes: 
a) Cilindro circular recto inscrito de volumen máximo. 

b) Cilindro circular recto inscrito de área total máximo. 

c) Cono recto circunscrito de volumen mínimo. 

Determina el punto de la curva 2y — x^ más cercano a A(4,1). 


Una persona sobre un bote de remos está situada en un punto M a una distancia de 8 km de un 
punto A de la costa (rectilínea) y desea llegar a un punto B de la costa a 9 km de A en el menor 
tiempo posible. Determina el camino que debe seguir si se sabe que puede remar a una velocidad 
de 3 km/h y andar a una velocidad de 6 km/h. 


Determina las dimensiones del cono recto circular de volumen mínimo que se puede circunscribir 
a una esfera de 8 pulg de diámetro. 


Se quiere apuntalar la pared de un edificio por medio de una viga apoyada sobre una pared pa- 
ralela, de 15 m de altura, situada a una distancia de 12 m de la primera; determina la longitud L 
de la viga más corta que se pueda emplear. 


En un cono circular recto r, se inscribe un cilindro circular recto; determina el radio R del cilindro 
para que: 


a) Su volumen sea máximo. 
b) Suárea lateral sea máxima. 


Determina las dimensiones del cilindro circular recto de área lateral máxima que se puede inscribir 
en una esfera de 12 cm de radio. 


Determina las dimensiones del volumen del cilindro circular recto que puede inscribirse en un 
cono circular recto con un radio de 5 cm y una altura de 12 cm. 


Il. Aplica el primer método para calcular máximos y mínimos, en problemas de economía y en 
plenaria discute tus resultados. 


Un fabricante puede tener una utilidad de 40 dólares en cada artículo si se producen semanalmente 
no más de 1 600 artículos; la utilidad decrece 4 centavos por artículo que sobrepase los 1 600; 
¿Cuántos artículos deben fabricarse a la semana para obtener la utilidad máxima? 


El costo del combustible que consume una locomotora es proporcional al cuadrado de la 
velocidad y vale 3 200 pesos por hora cuando la velocidad es de 80 km/h, independientemen- 
te de la velocidad, el costo por hora se incrementa, por otras causas, en 7200 pesos por hora. 
Calcula la velocidad a la que debe ir la locomotora para que el costo por kilómetro sea mínimo. 


Una cantidad bancaria tiene las siguientes tarifas: 30 pesos por cada mil para operaciones de 
hasta 50 000 pesos; para la cantidad que sobrepase esta cifra, disminuye la tasa anterior en 
0.375 pesos por cada mil; hallar la operación óptima de manera que el beneficio del banco 
sea máximo. 


2 
El costo total de producción de x unidades diarias de un producto es de |= + 35х + 5 dólares 


y el precio de venta de una de ellas es de | 50— 5 аваз 
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Un fabricante vende cada una de sus radiograbadoras en 90 dólares; el costo de fabricación y venta 
de x aparatos por semana es: C = 2000 + 15x + 0.0010», ¿si se pueden producir 12 000 radiogra- 
badoras por semana, cuántos aparatos deben fabricarse y venderse para que la utilidad semanal sea 
máxima? 

La distancia en autobús desde Reynosa, Tamaulipas, hasta Cerro Azul, Veracruz, es de 675 km. Al 
conductor del autobús se le paga 37.50 pesos la hora, mientras que los costos de llevar al autobús 
a una velocidad estable de x kilómetros por hora asciende a 270 + 1.5x centavos por kilómetro; las 
velocidades mínima y máxima legales en la ruta del autobús son 80 y 100 km/h, ¿a qué velocidad 
fija se debe conducir el autobús para que el costo total sea mínimo? 


Una compañía puede vender x calculadoras por semana si cobra 100 — 0.1x dólares por calcu- 
ladora; su costo de producción es 30x + 5000 dólares cuando se producen x calculadoras por 
semana, ¿cuántas calculadoras se deberán producir para maximizar la utilidad y cuál será el precio 
de venta por calculadora?. 


Un viaje turístico cuesta por persona 250 dólares para cualquier número de turistas por arriba de 
100: el viaje se cancela si hay menos de 50 turistas: sin embargo, por cada turista por arriba 
de 100, el precio por persona disminuye un dólar; el número máximo de turistas es de 225, 
¿cuántos turistas producirán el máximo ingreso? 


A una compañía le cuesta 0. Li + 4х + 3 dólares producir x toneladas de cemento; si se producen 
más de 10 toneladas, la mano de obra adicional eleva el costo en 2(x — 10) dólares. Si el precio 
por toneladas es de 9 dólares, sin importar el nivel de producción y si la capacidad máxima de 
producción es de 20 toneladas, ; qué producción maximiza la utilidad? 


Una empresa estima que el costo para producir x unidades de un cierto producto viene dado por 
(C = 800 + 0.04x + 0.0002x”) dólares; determina el nivel de producción que minimiza el costo 
medio por unidad; compara este costo medio mínimo con el costo medio cuando se produccen 
400 unidades. 


Un comerciante, en la promoción de cierto artículo descubre que la demanda del artículo se 
representa por: 


Supón que el ingreso total R está dado por R — xp y que el costo de producción de x artículos 
está dado por C = 0.5x + 500, determina el precio por unidad que da un beneficio máximo. 


Una empresa publicitaria gasta x cantidad en cientos de dólares y sea P el beneficio, es decir: 


2 
Р--230--20х- сн ¿qué cantidad de publicidad da el beneficio máximo? 
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Formas indeterminadas del cálculo infinitesimal 


. мэн . Е 0 
Determinación del valor de Іа forma indeterminada (0) 





Si una función dada de la forma о es tal que si f(a) = О y g(x) = О, la función presenta la forma inde- 
g(x 
: 0 : : ОРОО) : 
terminada 0 para determinar el lim e se emplea la igualdad: 
xa (x 


- 
lim LD — tim f£ CO | Regla de L' Hópital 
xa glx) xag (x) 


Regla de L’ Hôpital para determinar el valor de la forma indeterminada (5) 


fœ 


Dada la fracción Жо se determina la derivada del numerador y del denominador, con el fin de obtener un 
gx 

nuevo numerador y un nuevo denominador. El valor límite de la nueva fracción, para el valor asignado de la 

variable, será el valor límite de la fracción original. 


Si la primera derivada también presenta la forma indeterminada (o) será necesario determinar la segunda 


derivada y puede ser necesario llegar a la enésima derivada, es decir, hasta eliminar la forma indeterminada. 


EJEMPLOS 








sen 3x 





: Demuestra que lim =3. 
10 


Solución 


Sean fGO-—sen3x y g(x)— x ) Al derivar, se tiene: 


Al sustituir en la ecuación 


'(x) — 3 cos 3x '(x) — 1 E 
f 7:8 de la regla de L' Hópital 


1 
lim LY — tim LD 
x0 g(x) :.02g(x) 
sen Зх ,. 3cos3x 


lim lim 
xD X xÜü 








. 3cos3(0) 
lim HE нэ 


0 


= lim 3cos0 — lim 3(1)=3 L.C.D.D. 
х—+0 x0 


Nota: El problema anterior se resuelve de la siguiente manera: 


a) Para eliminar la indeterminación ü es necesario multiplicar numerador y denominador por una 


misma cantidad para que la expresión no se altere; por ejemplo: 








. sen3x(3 . 3sen3x 

lim = |= lim 

тэй Ж 13) жо 3% 
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b) Si establecemos el teorema para el límite de funciones trigonométricas, por ejemplo: 


. 500 Х 
lim =] 
хэй X 


Si este principio se aplica en el límite que estamos analizando, resulta: 





3 sen 3x 
lim 
10 3x 





lim 3(1) = 3 L.C.D.D. 
х-20 





Р y sen Зх 
Lo anterior se demuestra si lim 
х э0 X 


sen 7x 


3x 





2 ө». Demuestra que lim 
0 
Solución 


a) Al aplicar el teorema хн 


E 
=£ 


sen x 
=] 











ер, ы 7 sen Tx | ln LC.D.D. 
2 38 нэг GYx x 03 3 


b) Al aplicar la regla de L' Hópital 
Sean: f(x) = sen 7x y g(x) = 3x } Al derivar, se tiene: 


‚ ‚ш Al sustituir en la ecuación 
РО) = соѕ 7х y 2(х)= 3 











de Іа regla de L' Hopital 
BOTA TOO JX .— 160870) .. 760080 
lim — = lim ———— = lim — — на ——— 
0 X х-20 3 х-э0 1-0 
1 in D = 1 L.C.D.D. 
х-0 3 3 
m sen3x 3 
З eeDc L li =., 
3 muestra que m 23:7 
Solución 
—] y lim =1 
x0sen x 





шах oí EE z] 
х- pon > 4 Эя 2x 


im d sende, 25... ima. AIT LEDD: 
x0 Зх 2É sen2x x0 : 


b) Al aplicar la regla de L' Hópital 
Sean: f(x)—sen3x y g(x) =sen2x | Al derivar se tiene: 


' Я 5 T s Sustituyendo en la ecuación 
Р(х) = 3 cos 3x y g (х) = 2 cos de la regla de L' Hópital 
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lim En 3x — lim 3 cos 3x — . 3 cos 3(0) 
x0 sen 2x x4 Y 6di dx 7 1-02 cos 2(0) 








cce" a. 14838 


x02cos0 x.02(1) 2 





Determinación del valor de la forma indeterminada s 
oo 


Ја 


es tal que si f(a) — oo y g(x) — оо, la función presenta la forma 








Si una función dada de la forma 
indeterminada E | Para hallar el lim MES la regla de L' Hópital sigue siendo válida para este límite, el 
со 


x—oo  Х 
proceso consiste en adecuar la fracción dada a la forma indeterminada de 5 Р 





EJEMPLOS 


2 
sus - 
Demuestra que lim — — 0. 


x-—00 


Solución 
Sean: f(x) 3. y р(х) = e } Derivando, tenemos: 


f'-2 gar Sustituyendo en la ecuación 
= х)= . 
25 de la regla de L'Hópital 


fU п L0 
zx O x drm 

= a . 2х 2(+00) oo 
lim — = lim = === 
хоо ЄЧ rol е+оо со 


Como se sigue presentando la indeterminación E | se hace necesario repetir la aplicación de la regla 
de L’ Hôpital. Por lo tanto, f"(x) —2 y (х) = P" 
lim 16) = lim fe e) im Lo 0) 


x>00 g(x) x-+00 g'(x) X—o00 8700) 
2 2 








e da Cd m ®д 
х-»+оо €* x—4oo er x—4oo  €* eoo оо 
£e 
lim — = L.C.D.D. 
x—4oo €* 
2 €* Demuestra que lim m" 0. 
xo0Csc X 
Solución 
Scan: Јо) = ах y g@)=cscx | Derivando tenemos: 


Го)-1 y gx) = —сѕсх cot x 
E 


| 
! 
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Sustituyendo en la ecuación de la regla de L' Hópital 


lim <= Fe)... = lim Го) 0) 
х-э0 g(x) x08 '(x) 
1 1 





XY tim х 
x—0CSC X (-0-С6сХСОХ.. bn SEAT 16 
sen x 








А х . -8602Х  —senO 0 
lim = lim ——— = ————— — — 
x0  COSX  ..0xcosx — (0)cos O 0 

sen x 


Como se sigue presentando la indeterminación (5) . se hace necesario repetir la aplicación de la regla de 
L' Hópital 


Sean: f'G) ——sen2x y g'(x) = x cosx 
f"(x) = —2senx cosx y gl(x) = x( — sen х) + cos x 


g"(x) = cos x —x sen x 


Sustituyendo en la regla de L' Hópital 


TP LUN lim fe lim Го) 
x0 g(x) x20 р) узор (x) 








lim In x — lim —sen? x -Üi —2 sen x cosx —2 sen (0) cos (0) 
x0CSC X х-40ХСО8Х  x—0COS X— X sen x сов (0) —(0) $еп (0) 
1—0 1 
lim =0 L.C.D.D 
x0 CSC 





Determinación del valor de las formas indeterminadas (0) (оо) y (оо — оо) 


Aplicando la regla de L” Hôpital estas formas se pueden transformar a cualesquiera de las formas indeter- 


minadas anteriores, es decir, 5) y |2). 
0 oo 
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EJEMPLOS 








* Demuestra que lim arcsen x csc x= І. 
x0 
Solución 


lim arcsen x csc x = arcsen(0) сѕс(0) = (0) (оо) 
х-20 


Sustituyendo directamente el valor de la variable en el límite, se presenta la forma indeterminada (0)(со); 
antes de aplicar la regla de L' Hópital, debemos transformar la expresión, de tal manera que se presente la 


forma indeterminada [| о (2) 
0 со 














Por la identidad trigonométrica: 
. . агсѕеп х 
lim arcsen x esc х = lim | 1 
x0 х-0 Sen Xx CSC X — А 
ѕеп х 
lim Arsen _ arcsen (0 0 | Para lo cual se aplica la regla 
im =— == 
x0  senx sen(0) 0 L' Hópital, lo que resulta: 
Sean: /(х) = агсѕеп х y g(x)—senx 
f'e9- g(x) — sen x 
1-х2 
Sustituyendo en la regla mencionada: 
1 
lim 10) lim Го 
хэ08(Х) | xo g (x) 
1 
lim arcsen x csc x = lim 2222 — fim HE AT 
х-э0 x>0 sen xXx х-0 COS X 
а — — ИШ" L.C.D.D. 


х0 J1—x? cosx | J1—(0» cos(0) (DD 


ә. Demuestra que lim (csc x — cot x) = 0. 
x—2m- 


Solución 


lim (csc x — cot x) = csc 27 cot 27 — oo0— oo 


x—2- 


Sustituyendo directamente el valor de la variable en el límite, se presenta la forma indeterminada 
(oo — 00); antes de aplicar la regla L' Hópital, debemos transformar la expresión, de tal manera que se 


presente la forma indeterminada (5) о |2) 
оо 
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. : cos x Por las identidades trigonométricas: 
lim (csc x — cot x) = lim — | 
х—+2х х-+2х\5$еП X sen x csc = y cot x — 
sen x sen x 
tim 1005 x_1-c0s2x 1-1 0 Para lo cual se aplica la 
x2 Senx sen 27 0 0 regla L'Hópital, resultando: 


Sean f(x)—1—cos x у g(x)=senx 


f'G) = sen x g' (x) = cosx 


Sustituyendo en la regla mencionada: 
/ 
lim 1 @) m LO (x) 
х-э2л ga) ba 2 '(x) 


А . l-cos x . senx 
lim (csc x —cot x) = lim ————— = lim 








х-э2х х-2:5  Senx х-э2х COS X 
EU 7 18ВЬ 
cos 27 1 


3 өе-етиечга que lim xe ?* — 0. 


x-+00 
Solución 


lim x?e-?* = (00? (e) 2 = (0010) 


Sustituyendo directamente el valor de la variable en el límite, se presenta la forma indeterminada (oc)(0); 
antes de aplicar la regla de L' Hópital, debemos transformar la expresión, de tal manera que se presente la 


forma indeterminada (5) о 5. 
0 со 
х? 


lim x2e-?* = lim —— = 
x—oo X= ою 02% eya oo 


(o0) oo 





Aplicando la regla de L’ Hôpital, resulta: 


Sean f()— x? y gG)— e" 
f-2x g(1)=2e* 


lim fe NT Го) 
arcos ga) хэ g (0) 


2 

x 
lim x?e-?* — lim eT lim Zx 
х-+00 х- 100 €? хонх Ze? 


= lim —- x E 
еї oo 








Como se sigue presentando la indeterminación =) se hace necesario repetir la aplicación de la regla de 
1/ Hópital. ыг 
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Sean: 
Ро) = х y g)=e* 
= g") = 2е2* 


Sustituyendo en Іа regla de L’ Hôpital. 





| P а 
lim 10). lim fe — lim f 
* оо g(x) roo g (x) х-эсо g (x) 
2 
Бин Жс йй 
== 0) LEDD 
оо) оо 





Determinación del valor de las formas indeterminadas (0°), ( оо") y (17) 


Si una función de la forma f(1)se presenta como cualesquiera de las tres formas indeterminadas, рага 
cierto valor de x, es decir: 


а) f(x) = Оу g(x) = 0, resultando (0°). 
b) f(x) = оо y g(x) = 0, resultando (20°). 
c) fœ = 1 y 2(х) = оо, resultando (17). 


Empleando logaritmos naturales en ambos miembros de la función dada resulta: 


У-- Ро) 
Іп у= g(x) } Aplicando las propiedades de los logaritmos resulta: 
In y — g(x) In f(x) 


Determinando el límite de la función anterior. presentará la forma indeterminada (0)(оо); antes de 
aplicar la regla de L' Hópital, debemos transformar la expresión, de tal manera que se presente la forma 


indeterminada (5) о (22) 
0 со 
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EJEMPLOS 





Ё *Demuestra que lim x"^* — |. 
0 
Solución 
Sustituyendo directamente el valor de la variable 


li шах — (()yan" — (0 
e о) en el límite se presenta la forma indeterminada (07) 


Empleando logaritmos naturales en ambos miembros de la función dada, resulta: 
yg 
In y = In х^ 
In y — tan x In x 
Determinando el límite de la función anterior, resulta: 


lim In y — lim In tan (0) In (0) = (0)(оо) 


Al presentarse la forma indeterminada (0)(oc). debemos transformar la expresión, de tal manera que se 


presente la forma indeterminada (5) о (5 . a la cual le aplicaremos la regla de L’ Hôpital. 
со 


: : 0 
mam LE 1й (0) =R 
х-20 x0 COL X cot (0) oo 





Aplicando la regla de L’ Hôpital. 
Sean f(x)—Inx y g(x)=cotx 











fu= 1 2 (х) =—esc? x 
х 
LU 
tim fO- үд ГӨ) 
хоо B(A) x>g (x) 
1 | 
E 
lE a E i E fi A 
xo0COLX  x50—CSC^ X x0 xo0 X 0 
sen? x 


Al presentarse la indeterminación (5) , se hace necesario repetir la aplicación de la regla de L’ Hôpital. 
Sean f'(x)— —sen? x y g'x)—x 
f") — —2 sen x cos x g") =1] 
Sustituyendo en la regla tenemos: 


Јо) tim LD — tim LD 


lim 7 7 

xo0g(x) og (ax) хоор (x) 

. Inx , еп х , -2senxcosx 
lim —— = lim ————— = lim ———— ——— 
xo0COlX x50 X x0 1 


lim 2 sen (0) cos (0) = —2(0)(1) = 0 
10 
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Sustituyendo este valor en el límite del logaritmo natural, tenemos: 


NEN y=0, es decir: lim y= lim x"^* = ех —1 L.C.D.D. 


xÜü x! 


2 ө». Demuestra que lim (tan x)*** — 1. 
Solución і. 


"E ENG CR [an m. en el límite se presenta la forma indeterminada (oo). 


x 


e | Sustituyendo directamente el valor de la variable 


Empleando logaritmos naturales en ambos miembros de la función dada, resulta: 


In у= In (tan ху" 
Іп у= cosx In tan x 


Determinando el límite de la función anterior, resulta: 
lim In y — lim cosx In tan x — сов2 = (0) In (оо) = (0X00) 
z- "2 х 52 


Al presentarse la forma indeterminada (0)(оо), debemos transformar la expresión, de tal manera que se 


presente la forma indeterminada (5) o |=) а la cual le aplicaremos la regla de L' Hópital. 
оо 


T 
In tan — 
lim cos x In tan x= lim 20-22 
z5 х " sen x sec — оо 
2 
Aplicando la regla de L' Hópital. 
Sean: f(x)— Іп tan x y gx) = sec x 


secix 

1 П 
= = {ап 
бу Л «| g (x) = sec x tan x 


fu 
tan x 


Li 
tim I9 ig £02 
хәт gx) «x „8 О) 








вес? 
. Intanx  , н sec? х . secx 00 
lim = lim — IZ — lim — = = lim — == 
хэл xofsecxdanx хот see X tan? x tant x оо 
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Al presentarse la indeterminación (=) ‚ se hace necesario repetir la aplicación de la regla L' Hópital. 
оо 


Sean: f'(x)— sec x y вх) = (ап? x 
f" x) =sec x tan х 2"(x)=2 tan x sec? x 
Sustituyendo en la regla, se tiene: 
t " 
JG) tim ГО) tim LO 
хэ? 80) 280 т 80) 


Lo " sec x : хес Јат үн 1 











| = lim = lim == 
кол 8сХ „ož lan!x (2.5 2Jafk Бест o7 2secx 
2 2 2 
T 
cox 955 0 
йш NNNM m. E 
= 2 2 2 


Sustituyendo este valor en el límite del logaritmo natural, se tiene: 


lim In y=0, es decir: lim y= lim (tanx)*** = 2-1 L.C.D.D. 
X—— Х- “0 х 2E 
1 
+: Demuestra que lim (cos х)х = 1. 
х-+0 
Solución 
Sustituyendo directamente el valor de la variable en 


1 1 
3 (ох — jen (O0 — 9) el límite se presenta la forma indeterminada (1%) . 
Empleando logaritmos naturales en ambos miembros de la función dada resulta: 
y — (cos p 
In y = In (cos ai 


In cos x 





1 
In y =— Іп cos x = 
x 5 


Determinando el límite de la función anterior, resulta: 


Іп соѕх Іп соѕ (0) Inl 


lim In y = lim 


In! 0 
x0 x0 х 0 0 0 


Al presentarse la forma indeterminada | ‚ se aplica la regla de L' Hópital, resultando: 








Sean: (х) = In cos x y gx)—x 
re- Li ка 8 (х)-1 
cos x 
f. Senx 
T= COS X 
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Sustituyendo en la regla, tenemos: 


1 
mI) — lim 70) 
х: ЕШ) aD хэд g(x) 
| senx 
im OSX jg 05 X үр (—tanx)=(—tan0)=0 
1-0 X x—ü 1 х-20 





Sustituyendo este valor en el límite del logaritmo natural, tenemos: 


lim In y=0, es decir: lim y = lim (cos xi = =l LEDD. 
x0 х-30 10 





EJERCICIO 24 




















Escribe los números 2 X 
NÉ | tim 24.4 11. lim ARA Я. use d 
A 1.2 Х- 10 хё+х—20 9 хэн х 
1 2x 1 1 
. |n sen . шин nx 
Competencias 2. lim === =1 12. lim (senx)'"* =1 22. lim|—-—|=0 
disciplinares хэ0 [n senx a E Їй 
3 3. lim sec x—tanx=0 13. irm 23. іт s 
: хэ. x0  senix 6 xat csc8x 3 
E : 1 ? 
: 4. lim (T—2x)tan x= 2 14. бт(е +x): =e? 24. limx*—1 
Ё x (^ x0 x 
: E. 
. 5. lim жал _› 15. ита паа 1 25. limxcscx= 1 
: x0 E л 1+ cos4x 2 1-0 
° 1 
: & Ше LEE. 16. mr) 26. lim X y 
xl Ur Ez” хээ! e ,* sec? Зх 
. ” 
: з 
: 1. dim EA — dX ю a 1 3 38...18 
. ri x—x^—x41 2 хэл tanx 3 xc 4е* +2х2 4 
: 1 
А ú Ба Ai- 18. Ши(450--6 28. lim(la-x)e =e 
: x1 z—1 In 2 2 х-30 x—Ü 
: 9. ms 19. limxInsenx —0 29. imf- 3 |-- 
s xA x—1 х0 xo0|x? 1—с05х 
: 1 | 1 1 * y 2 
. 10. lim | > -x]-3 20. lim + | =g 30. M ERA y 
$ хэ0 (sen? x x 3 жеар хо X 
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Il. Aplicando la regla de L’ Hôpital, determina los siguientes límites que presentan las formas 





indeterminadas 1012 (ОХоо),(оо--оо),(09), (0°) y (1%) y en plenaria discute tus resultados. 
oo 




















. 2 S O 
: L limt W mt 19. limxcsc2x 
: 1100 ёХ 10 4х x0 
: g=] 4 
i 2. lim 11. limarcsenxcscx 20. lim [s] 
â x0 tan2x 1-0 1-00 x 
F 1 
1 senx 
M 3. lim xx 12. lim 21. lim (sec5x — tan x) 
$ x—oo хэхуХ- $ = 
: г Ж " : 
5 4. lim—— 13. mai" 22. lim(14 х) 
. x->00 4х x0 x0 
. 1 
5 5. lim(cosx)&? 14. limx?Inx 23. шп(х + 1)" 
e x-0 1-0 x 
: | х2 2 
: 6. lim (senx — cos x)'n* 15. lim | ES 5: 24. lim ЕЕЕ 
5 z E: х-»00 2х x0 cot 3x 
7. lim(x4- Dye lA da tice 3E Sub. 
1-0 10 x—sen2x xo0|log (x+1) х 
8. limcsezxinx 17. gat E 
=й xo0 — sen?x 
1 2 
9. lim(1+2x) m mt 2а 
х0 1.2 x? 4 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» s s e «e «eee ё 


Diferenciales 


La notación de derivada para la función y — f(x) es: 


== fia) 


: 4 “ЭГ a A 
en donde el símbolo 2 representa el límite del cociente po 


Ax — 0. 


Si la derivada de f(x) es f '(x) para un valor específico de la variable independiente x y su incremento Ax; 
la diferencial de la función dada se denota por el símbolo dfix).y se define por la expresión: 
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dy 


= ғ! _Y 
df(x) = f G)Ax qe 
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Cuando f(x) — х, su derivada es f'(x) — 1, sustituyendo en la expresión anterior resulta: 


d(x) — KAx) 
ах = Ax | Diferencial de la variable independiente. 


Si y — f(x) resulta que la expresión se representa como: 


dy 
— ! — р 
dy = f (x)Ax = — Ах 


Definición 


La diferencial de una función es igual al producto de su derivada por el incremento o diferencial de la 
variable independiente. 


Ejemplos 
1. Encuentra la diferencial рага la función y = 3x. 
Siy-3x? 
dy = 6x dx 


2. Calcula la diferencial de la función y = 5x para x = 2 y Ax = dx = 0.02. 


y-5z2 
dy — 15x? dx 
dy = 152 (0.02) 
dy—12 


Interpretación geométrica de la diferencial 


Al analizar el significado de diferencial gráficamente se tiene: 


y Sea y — f(x) la función dada y su diferen- 
cial f(x), que se identifica como el valor de la 
derivada en Р: si el incremento de la variable 
independiente Ax — dx — PB y con base en la 
definición de diferencial resulta: 


у= f(x) 
dy — f'(x) dx 
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Recordando que el valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la pendiente de la 
tangente a la curva en dicho punto, tenemos: 


ау = f'(x) dx 
dy = tan Ө(РВ) 


Con base en la gráfica se tiene: 


BC + cateto opuesto 
апе = - 


— PB cateto adyacente 
Sustituyendo se obtiene: 
dy = tan (PB) 


= ВС (РВ7 — BC | Representa el incremento de la ordenada 
PB de la tan correspondiente a dx. 


Si dx representa un incremento cualesquiera de la variable independiente x para un punto 
P(x, y) de la curva y — f(x) tiene por derivada: 


» = f'(x) = апе 


Por lo general, la diferencial de la función (dy) y el incremento (Ay) no son iguales. Por ejemplo, de la 
gráfica tenemos que: 


dy — BC | Incremento de la ordenada de la tan en P. 
Ay — BP' | Incremento de la ordenada de la función de P a Р’. 


La diferencial como aproximación del incremento 


Si el incremento de la variable independiente dx es muy pequeño, entónces dy y Ay son aproximadamente 
iguales, es decir, segün la gráfica anterior se tiene: 


Si dx — PB es muy pequeño, dy — BC — Ay — BP' 


Cuando sólo es necesario obtener un valor aproximado del incremento de la función, calcular el valor de 
la diferencial será suficiente para resolver el problema. 





EJEMPLOS 
E Ф. Calcula un valor aproximado para 485. 
Solución 


Sean: y = Vx la función representativa de 485. 
x=81 por ser un valor próximo al dado y que tiene raíz cuadrada exacta dx = Ax = 4 incremento 
de x para tener 85. 
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y=Wx Siy= ух = 81 =9 
dis dx 485 = y + dy 
d meg иж 485 29.222 


Si realmente 4/85 — 9.219 el valor determinado es mayor que el real en 0.003 unidades. 


2 e€* Encuentra una fórmula aproximada del área de una corona circular de radio (r) y ancho (dr), ¿cuál es la 
fórmula exacta? 


Solución 
Sean: A= zr? el área del círculo 
dA — representa la fórmula aproximada 
AA — reprenta la fórmula exacta 


| Si А-тг2 


dA --2тг dr Ї Fórmula aproximada 


Por la regla de los cuatro pasos se tiene: 


А = пг? 
IK AA = п(г + Аг)? 
2 —-—ar? 


AA = gr --2ar Nr + т(Аг)? A 
AA = Ar(Qar + Ar) 

ЛА _ Af (2пг + TAr) 

Ar АТ 


AA — Qar + xAr)Ar | Fórmula exacía 


e- Encuentra una fórmula aproximada para el volumen de una cáscara cilíndrica delgada de extremidades 
abiertas, donde el radio se representa por (г), la altura como (A) y el espesor como (е). 





Solución 
Sean: V = ar? h, volumen del cilindro 
е= dr, espesor de la cáscara 
V—arh 
dv=2xrhdr | Fórmula aproximada 
o ау = 2пғће 
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4 e*-Calcula un valor aproximado de sen 32° empleando diferenciales. 
Solución 
Sean: y = sen х la función representativa de sen 327 
x = 30° por ser un valor próximo al dado, ya que sen 30° — 0.5 
dx — 2? incremento de x para tener 32? 
2° — 0.034906 radianes 
y = ѕеп х 
dy = cos х dx 
dy = cos 30°(0.034906) 
dy — (0.8660)(0.034906) — 0.030228 
Si y — sen 30? — 0.5, se tiene: 
sen 32? — y 4- dy 
sen 32? — 0.5 4- 0.030228 — 0.530228 rad 


Si realmente sen 32? — 0.529919 rad el valor determinado es mayor que el real en 0.000309 unidades. 





Fórmulas fundamentales para determinar las diferencias de funciones 


Las fórmulas fundamentales para determinar las diferenciales son las mismas fórmulas que empleamos para 
determinar las derivadas, tan sólo será necesario multiplicar cada una por dx; por ejemplo: 





1. d(c)—0 п. d(lvl) — av 
2. d(x)-dx wi 
3. d(u +v -— w)= du + dv — dw 12, as 
4. фсуу-сф А 
5. иу) = u dv + v du 12a. In: 
Sa. ad(uvw) — uv dw + uw dv + vw du 5 
6. ау") = пу" dv 13. dii) MES 
ба. dO) = пх"! dx " 
и\ vdu—udv 13a. орх) - i 
7: 4 | te х 
v y? 

14. día”) =a In a dv 
7a. 4 2 14a. ава?) = a In a ах 
"m 9 15. е) = е dx 

7b. a) - — ae 15а. d(e*) = e* dx 
u и? 16. 47) = vu” ' du + u' Inu dv 
Е dv 17. d(sen v) = cos v dv 
8. MEN i 18. d(cos v) = —sen v dv 
n 
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19. d(tan v) = sec 2 v dv а Жинэй- сал 
20. d(cot у) = — csc^v dv 1 
21. d(sec v) — sec v tan v dv 26. dí " 
22. d(csc v) — —csc v cot v dv 1--у 
; dv 
23. d(arcsenv)— i 27. d(arcsecv) = —— 
1 —у2 ууу —1 
dy 28. а(агссѕсу) = 
24. а(агссоѕу) = . а(агссѕс - 
1-»? ууу? —1 
Nota: las fórmulas 9 y 10 no son diferenciables, ya que son casos especiales de derivación. 
Para determinar la diferencial de una función, el proceso más sencillo establece el determinar la 
derivada y después multiplicar por dx. 
p ye 
e Encuentra la diferencial de las siguientes funciones: 
i y=5x— 5x? 3. y-In(a? — x?) 5. y=arccsc2x 
2). 5-150 S ITE. dy Y 6 
dx dx  (a^—x^) dx ZxJAx? —1 
Ээ 2 | 
dy = 5(1— 3x?) dx e SEE 8 die 
(a? — x?) xv4x? —1 
2. у-44-х32 
dy —Zx 
Ls 22 4.  y-—2xtanx? 
ах 244-22? dj 
— = 2xsec?x*(2x) + tan x?(2) 
x dx dx 
~ dy = (4х2 вес?х? + 2tanx?) dx 


dy- 2.28 
: y44—x? 





FIER) 25 


|. En equipos de dos personas, calculen la diferencial para las siguientes funciones para el valor dado 
de la variable independiente y su incremento. Socialicen el proceso de solución. 


iussu | У = 3х — 8x + 5, cuando x= 1 y dx = 0.1 


correspondientes 
аа 2: у=Чх+-Е, cuando х = 4 y dx = 0.02 
х 
disciplinares 3. y=, cuando x= —1 y dx = 0.25 
: 4. у-2хХ,сиамох--2уадх--05 
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1 
5. dbi гэ cuando x — 2 y dx — 0.1 


у= xv 1— x? , cuando x = 0.75 y dx = 0.001 

y — tan x, cuando x — 45? y dx — 0.03528 rad. 

y — cos x, cuando x — 30? y dx — — 0.02139 rad. 
y — arcsen 2x, cuando x — 3 y dx — 0.045 

10. у= Іа x, cuando x= 5 y dx = 0.0083 


> i90. эы g 


ll. Resuelve los siguientes problemas, empleando diferenciales y en plenaria discute tus resultados. 
1. Un disco metálico se dilata por la acción del calor de manera que su radio aumenta desde 12 a 
12.03 cm, encuentra el valor aproximado del incremento del área. 


2. SiA es el área de un cuadrado de lado 8 cm, determina dA y construye una gráfica que represente 
dA y AA. 


3. Encuentra el volumen aproximado de un tubo de cobre de 35 cm de longitud, 2 cm de diámetro 
interno y 3 mm de espesor. 


4. Determina un valor aproximado del volumen de una cáscara esférica de 300 mm de diámetro externo 
y 1.5 mm de espesor. 


Ill. Aplicando diferenciales, determina los valores para las siguientes expresiones. 


L Yes 6. 478 11. cot 29° 
2. 437 7 12. sec 597 
1. 4— 
з. Ү83 81 13. In 5.83 
4 E 8. sen6l^ 14. 1036.4 
^ des 
7 9. cos 44° 15. g7 
| 
5. шинжин Я о 5.1 
Ta 10. tan 46 l6. e 
IV. Determina la diferencial para las siguientes funciones. 
1. y= — 27 + 5х – 2х 6. у= 3х4/х2 +4 
2. у-3-2 7. y=(1+x2)N1-x? 
х 
3. y- 41-3? y= 
9. zas 
4. у-үа!-х2 s 
` 10. ;у=ё 


5. y=Y4-2x П. y-e* 


....................................................................................................... 
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. 12. 
; 13. 
: 15. 
: 16. 
> 17 
: 18. 
: 19. 
: 20. 
і 21. 

22. 

23. 

24. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. 





у= In (4 — Зх) 
y-In lx? 
y — In sen 2x 
y — log (ax 4- b) 
у= 0р4 — х2 
у = 2 cos 2x 

_ tanáx 

4 

y =xXCSCX 
у= arcsen 
: 2 


y = arctan? — 1) 





у = arcsec х” 
у= Jcos5x 
y A 

"^ xy44—-x 
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26. 
27. 
28. 


29. 


22-12 
ar 
y—e"" cos Зх 
3x? + 2xy + 5у = 24 
X + бху? + 2y — 10 


x +4./ху +2у=а 
zz- 
у Va 
2 2 2 
x3 + y3 = #3 
х-у=е**? 


2x! — ху + бу = 1 


5—22 
у= 
5--х 





y = arccos (Зх — 4x1") 
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Autoevaluación 





1. Dada la curva у= 27x? — 8x? + 15, determina: a) la inclinación de 0 cuando x = 2 y b) los 
puntos donde la dirección de la curva es paralela al eje x. 


2. En las siguientes funciones, determina los intervalos en los que las funciones son crecientes 
o decrecientes y construye sus graficas correspondientes. 


-Х 
x 





a) y= 7 


3. Calcula los máximos y mínimos de: 


a) y- 13x! +8x* —24y? 


EE 


гс A ^_^. 
y TN 


319 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 1/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


4 UNIDAD 


CÁLCULO DIFERENCIAL 


с) у--2со84х 


4. Encuentra la diferencial de las siguientes funciones. 





a) у= Incos/x 
6x— 

b) у= s 2 

с)->у = 20en* 


5. Encuentra la diferencial de las siguientes funciones para el valor dado de la variable inde- 
pendiente y su incremento. 


а) y = sen 3x cuando x — 30? y dx — 0.02139 rad. 
b) y 6xy1—x* cuando x — 0.55 y dx — 0.0001. 
320 
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Respuestas de algunos reactivos 


de los distintos ejercicios propuestos 


Ejercicio 1 


M: Ж 


El cálculo infinitesimal estudia las aplicaciones de cálculo diferencial e integral. 


3. Los fundadores del cálculo diferencial son Isaac Newton y Gottfried Leibniz. 

5. Nicolás Oresme estableció que en la proximidad del punto de una curva en que la ordenada 
se considera máxima o mínima dicha ordenada varía más pausadamente. 

7. Newton, en el método de las fluxiones estudiaba las magnitudes variables introducidas como 
abstracción de las diferentes formas del movimiento mecánico continuo, las cuales se denomi- 
naban fluentes. Todos los fluentes son variables dependientes que tienen un argumento común. 

9. Cauchy aportó las definiciones de función de función y función compuesta. 

EJERCICIO 2 
(l). 1. Es la correspondencia de cada elemento de un conjunto con respecto a uno o más elementos 
de un segundo conjunto. 

3. La función es la regla por la cual se relacionan los elementos de un conjunto con otro. 

5. A f(x) se le denomina el valor de la función de x. El cual se lee f de x. 

7. Es aquella a la que se le pueden atribuir valores diferentes y que solo en un determinado 
problema permanecerá contante el valor asignado, es decir, son cantidades que cambian de 
valor de un problema a otro, pero a lo largo de un problema no cambian. 

9. Esla primera variable de la función cuyo valor se determina al asignarle un valor específico 
a la variable independiente. 

11. Son los valores posibles entre los extremos del intervalo que una variable puede tomar. 
13. La notación usada para representar a un intervalo abierto es: (a.b) y representa al conjunto 
de los valores de la variable tales que a < x < b. 
(a,b) = (x|a « x « 5) 
15. El dominio de una función es el conjunto de todos los valores de los primeros elementos 


(х) de los pares ordenados y se denota por Domf. El rango de una función es el conjunto de 
todos los valores de los segundos elementos (y) de los pares ordenados y se denota por Ranf. 


EJERCICIO 3 


(0. 1. 


a) El costo de la cantidad que se compra de tortillas depende del peso de tortillas que 
adquieres. 
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b) Elcosto del servicio del gas natural depende del volumen de metros cübicos que se utilicen. 
c) Lacantidad de detergente usado en una lavadora depende de la cantidad de ropa a lavar. 


Una función algebraica es aquella que está formada por un nümero finito de operaciones alge- 
braicas, dígase suma, resta, multiplicación, división, elevación de potencias, etcétera. 

Una función racional es aquella que se puede expresar como el cociente de dos funciones 
polinomiales. 


Una función entera se expresa como un arreglo de variables sin tener a alguna en el denominador 
y no está afectada por exponentes negativos. 

Función cuártica. 

Es aquella en la cual la variable independiente está involucrada directamente con las operaciones 
indicadas que al efectuarse determinan el valor de la función. 


Es aquella en la cual la relación de la variable dependiente con respecto a la variable dependiente 
se indica con una sola operación. 


Es una función en la que y no se define directamente como función de x, sino que se da como 
función de otra variable u la cual se define como función de x por medio de u. 


Es aquella función f en la que todos los valores de la varibale independiente llamado dominio 
de f satisface la condición f(—x) — — f(x). 


Se determina por la ecuación f(x) — [x]. en donde el dominio de f es el conjunto de todos 
los números reales y su rango es el conjunto de los enteros como regla de correspondencia, es 
decir, [x] es la parte entera no mayor que х. 


Es aquella en la cual la variable independiente se ubica como exponente de una constante 
denominada base y que se denota por la ecuación f(x) = а“. 


Es aquella cuyo valor depende de un ángulo en la expresión trigonométrica del seno, coseno, 
tangente, cotangente, secante y cosecante; se denota por: 


f(x) = sen x f(x) — cot x 
f(x) = cos x f(x) = sec x 
/(х) — tan x f(x) =csc х 


Es aquella cuyo dominio es el conjunto de los números reales y su rango se limita a la siguiente 
regla de correspondencia; se denota por f(x) = |х|, es decir, 


xsix>0 
|=] 
xsix<0 


a) Función polinomial de quinto orden, explícita, continua e impar. 

b) Función exponencial continua y explícita. 

c) Función circular directa, continua, explícita y par. 

d) Función irracional compuesta por una función polinomial, cúbica y continua. 


e) Función fraccionaria, implícita y discontinua para x = ЭЖ 
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Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 


Función implícita cuadrática y continua. 

Función polinomial implícita discontinua cuando x — 0. 

Función circular directa, continua, explícita y par. 

Función escalón constante. 

Función constante. 

Función polinomial lineal, explícita y continua. 

Función signo explícita. 

Función explícita y escalón. 

Función explícita compuesta de la función signo con la función polinomial cuadrática, continua y par. 


Función compuesta explícita compuesta de la función logaritmo con la función polinomial lineal discon- 
tinua e impar. 


Función explícita, polinomial, cuadrática y continua. 

Función explícita, polinomial, cúbica y continua. 

Función identidad, continua e impar. 

Función explícita compuesta de la función circular inversa con la función lineal discontinua e impar. 
Función explícita, función de función. 

Función compuesta fraccionaria discontinua cuando x = 1. 

Función explícita, polinomial cuadrática y continua. 

Función explícita logaritmo discontinuo. 

Función explícita, fraccionaria con denominador irracional y numerador de grado cinco. 
Función explícita, racional y discontinua cuando x — 0. 

Función irracional. 


Función explícita, polinomial cuadrática y continua. 


Vx--3 по es un número real para x 4- 3 « 0, por tanto, el dominio de F son todos los valores de x para los 
cuales se satisface la condición x +3 > 0; es decir, x > —3. El cual es representado por el intervalo |-3,о0), 
el rango de F es el intervalo [0,00). 


V/16 — x? no es un número real para 16 — x? < 0, por tanto, el dominio de H son todos los valores de x para 
los cuales se satisface la condición 16 — x^ > 0; es decir, —4 < x < 4. Lo cual es representado por el intervalo 
[4.4]. el rango de Н es el intervalo [0,4]. 


5. Tanto el dominio de g como el rango de g son todos los números reales. 
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El dominio de ó son todos los número reales y el rango de ó es el intervalo [—8,00). 


Analizando la función se observa que no está definida en x — з, Por lo tanto, el dominio de 


à Я 2 А 
С es el conjunto de todos los número reales excepto 3 El rango de G son todos los números 


reales excepto —4. Si se reescribe la función se obtiene: 


jp E >ш же 


. El dominio de Л son todos los número reales y el rango de h es el intervalo [0,--оо). 


El dominio de Н son todos los número reales y el rango de Н es el conjunto (—6.—2.4] . 


49-32 по es un número real para 9—x? « 0, por tanto, la función cuando x < 3 sólo está 
definida para los valores de x para los cuales se satisface la condición 9 — x? > 0; es decir, 
—3 € x € 3. Lo cual es representado por el intervalo [—3.3]. 


Por lo tanto, el dominio de F está dado por el intervalo [—3,+00) y el rango de F está definido 
por [0,-+00). 

El dominio de G está definido por los números reales y el rango de G está definido por el in- 
tervalo (—оо,3]. 


El dominio de H son todos los números reales, excepto 0. El rango de la función está definido 
por el conjunto (—1,1]. 


(ll). No se presenta la solución por tratarse de ejercicios gráficos. 


EJERCICIO 5 
(І). — Al identificar los dominios y rangos de las funciones se tiene: 


a) 
b) 


с) 


4) 


e) 


2) 
h) 


Dom f = (2.3.4,5,6); Ranf (0,8,6.2,1] (1) 
Domg = {0,2,4,6}; Ranf {5,9,7.3} (2) 
Entonces: 


Dom f N Domg = (2.4.6) de 1 y 2 se tiene: 
f+2=1Q.9, (4,13), (6,4)} 
f-2=1Q,0), (4,42), (6,3)} 

f —g= {(2.—9), (4-1), (6,—2)} 


: " (2.0, 185) єз 


f? ={02,0), (3,64), (4.36), (5,4), (6.1)) 
g? = {(0,25), (2.81), (4.49), (6.9)} 

2f +32 = {(2.27), (4.33), (6.8)) 

7f —4g = (Q.—36), (4,14), (6,—5)} 
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9 [2/—в|4)={2-6—7}={5} 
D [f*2g]O)- (04-2-9] — (18) 


" Z = Ї 12) 


Ён лж 


. La intersección entre los dominios es: 


Dom f  Domg = {x|x €[1,4]) 

Por lo tanto, 

a) f+8g= {о, feo + г00) / Ох) + g(1)=x? -94+2x+1;x є[1,4]} 
fg — (Gs. о) +00) 0) + G2 = x? +2x—8;x €[1,4)) 

b) f—g= [0 fœ- вО) Ло) — g(1)=x? —9—2x —1;x €[1,4)) 
S-2 = (0, о) +00) Го) + 20) = x? — 2x —10;x e [L4] 

с) f-3= (ох, О) О) f G0 20) = (22 —9).(2х +1); хє [1.4]} 
Дев = [Go Оо) вО) ГО) в) =2 + x? —18x —9;x e [L4]) 


f_ .43 E qa E 
d) г sno ro men (х2 —9) ex ela] 


gx) 
fo Ue a] 


Ї | l 
E E ( )).—— жетл" . 
g [puro goleo) x+ 








. El dominio de f es (—оо, -оо), el dominio de g es (—00,+00). 


a) f+2g=x*+2x? +1 con dominio (—оо, +оо) 
b) f—g-—x) -—2x!-1 con dominio (00, +00) 


3 
с) f-g= TIF con dominio (—oo, +00) 


2 
d) f 2х +1 


үгс con dominio (—00,+00)U(0,+00) 
2 х 





0-Геөв-(/х| +4=x+4. 

El dominio de f es el intervalo (—00,+00). 

El dominio de g es el intervalo [0.4-oc). 

Entonces, el dominio de 4= f o g es el intervalo [0,+00). 
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EJERCICIO б 


(1). 1. El límite es una especie de cota que a veces puede no ser alcanzable y otras no sólo es alcanzable 
sino superable. A través de éste se pueden visualizar los cambios en el rendimiento mediante 
pequeños números de unidades. 


3. Esel valor que alguna variable puede llegar a tomar sin necesariamente llegar a tomar dicho 
valor ya que siempre existirá una infinitesimal distancia entre la variable y su límite. 


5. El límite de una función en un punto dado es el valor al que se acercan las imágenes cuando las 
variables se acercan al valor límite a. Es decir, el valor al que tienden las imágenes cuando 
las variables tienden a a. 


(I). No se presenta la solución por tratarse de ejercicios gráficos. 


ЕЈЕВСІСІО 7 Jr- | 


2 (IM). 1. lim-—————— = —— 
(1). 1, linx? —9 х—+0 х 243 
x3 
. Ух+3—2 1 
i [—2)—— 3. lim-———————-— 
3. Bare 2)——12 lim : 
п = аа 
1 5. lim AA 22 
3. lim x —— hen : 4 
хә 2 - 
І 7. іт 2—2 =8 
7. lim(x? —4) —0 x34 x^ + 7—4 
en Ё meti d 


- lim = 
9. lim 3х2 —12 14ух2 +3 2 





с (IV). 1. Хр) = me —2mx 
г xli 4 
ll. lim— 379 1 1 
хэ32хХ +3 9 x E f(x) === 
x ye 
8x? —2x jl 2 
: Р 5. J= 
(IM. 1. lim „ы = 1 Јо) E p 
А лэх —5 7. |((х)-2х2--7х-1-44х-:7 
х-0 X 
а 
2 y 3 9. "(x —3À де, =—-—— 
5 tim EE 7 0 
х-э a 2 
1 а 
2 П. /@)=-—==-—— 
2 3 
1: lim 2222 10 vax хар 
хәз — x—3 Ñ 
13: To) =417+9== => 
. x2—8x+12 f 24x +9 
9. ln. db | 4 
x2 Х--2 
15. fo- 
o 48x +1 : 
11 guit. m 125 15 E (8х +1)? 
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24-444 2 








. 1L lim — == 
ш xo2t—1? — 1 7 
3. lim 6x+2 - 
xo ЭХ T 5 
2 
а Ша 
xo 44 x — 5х? 5 
2 
1 lim 8x? +4х+2 -4 
zoo 8x? — 5x +3 
3 
ба: 
x—oo X^ + 3 
EJERCICIO 8 
(). 1. La gráfica de una función continua es aquella que presenta ausencias de vacío o saltos, es decir, 


se traza sin despegar el lápiz del papel. 


3. Se le llama función discontinua a aquella que no cumpla con algunas de las tres condiciones 
que cumple una función continua. 


5. f(x) es continua por la derecha en a. 
f(x) es continua en el intervalo abierto (a,b). 
fœ es continua por la izquierda en b. 


7. De las propiedades de los límites se deducen las propiedades de las funciones continuas, es 
decir, si f(x) y g(x) son continuas cuando x — a, las funciones siguientes son también continuas 
ena. 


1. f60)+20). 

2. Cf(x), donde C es una constante arbitraria. 

3. fx)- e). 

à, JH 
g(x) 

5.  f(g(x)). al suponer que f(x) es continua en g(a). 


siempre que g(a) = 0. 


(I). 1. La función polinomial está definida para todos los números reales y para todo valor de a el 
lim f(x) existe, por lo tanto, se concluye que f(x) es continua. 


хэй 


3. La función racional está definida cuando x = 1. El lim f(x) existe, por lo tanto, sólo es nece- 
sario analizar la continuidad en x — 1. rax 


Al analizar los límites a la izquierda y derecha de 1 se tiene: 
lim f G0 = +оо 
xl 


lim f(x) = —oo 
xl 
Por lo tanto, f(x) es continua excepto en x — 1. 
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5. La función racional está definida para х = +5 y рага todo valor de a = +5 el lim f(x) 


existe. En el punto x < +5 el límite de la función es del tipo 9 ‚ de tal forma que: 


А x—5 : х-5 : 1 1 
lim ———— = lim —————— = lim ——— = — 
z35E3:—25. esti Drs «sti+5 10 
: х-5 > х-5 : 1 
lim ————- lim ——————- lim —— — oo 
xa-5Fx*—25  ax5st(x—5)ax-4-5) stats 
А х-5 1 х-5 1 
lim 





= lim —.= lim — = 
as —25 esla So Es) x-5- x45 


Entonces, 





ша E e g x—3 


m —— á— a 
xa-5* X* —25 5 (x — 5)(х + 5) 


La función presenta dos discontinuidades. Cuando x — 5, la discontinuidad es del tipo 
evitable, y cuando x — —5 es no cvitable. 


7. La función racional está definida para x 3 y —4, además para todo valor de a = Зуа  —4 
el lim f(x) existe. Para los puntos x — 3 y x — —4 se tiene: 


x44 . x+4 = 1 
—————— — lim ————— —— = lim — = +оо 
xa3tx^--x—12 2 3t(1+4Xx-3) х3 х—3 
lim х+4 _ lim x+4 Н 1 


ЕА 23135 da 1 
AER  i—4t(x44X4—3) Ha-g 7 


La función presenta una discontinuidad en x = 3 y x = —4, siendo no evitable y evitable 
respectivamente. 


9. La función racional está definida para x = 1 y x 4, y para todo valor dea = 1 y a = 4 el 
lim f(x) existe. Para los puntos x = 1 y x = 4, se tiene: 
Х-1 А х—1 А 1 1 
im—— = la —— ——— ii ———— 
сэ ХЛ?+5х+4 хз+(х—4)(х—1) 24 x—4 3 


Л х-1 : х-1 Я 1 
+ а A Ни шэн 
xo4t X^ 5x --4 хо4+ (х-4ХХ-1) xt x—4 


La función presenta discontinuidades en x — 1 y x — 4 la discontinuidad en x — 1 es del 
tipo evitable y la discontinuidad en x — 4 es del tipo no evitable. 


Las funciones polinomiales 3 — 2x y х, están definidas en los intervalos (—оо,1) y [1,00) es 


decir, f(x) es continua para todos los nümeros reales. Se analiza su comportamiento cuando 
х= 1 


lim (3-2x)= lim x 
xl хэй 


La función f(x) es continua en los números reales. 
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La función racional está definida para x == —3 y para todo valor de a =—3 el lim л f(x) existe. 
Para el punto x = —3, se tiene: 





на ЭЭ... 
х-э-3-Х-3 
lim |х+3] =f 
х--35 143 
La función f(x) es continua en los números reales excepto cuando x = —3. 
Como se sabe, la función parte entera tiene discontinuidad de “salto” en cada entero, es decir, 


lim [x — 1] 2 —1 


xl 


lim |х-1|-0 
La función f(x) — [x — 1] es continua por la derecha pero discontinua por la izquierda en cada 
entero dado que: 


lim [x—1]=a—1 (continua por la derecha) 
lim [х—1]=а (discontinua por la izquierda) 


La función f(x) — [x — 1] es continua en cualquier número que no sea entero, ya que es cons- 
tante en cada intervalo (a, a + 1) donde a es un entero. 


La función racional está definida para x 2, y рага todo valor de a = 2 el Los if (x) existe. 
Para el punto x — 2 se tiene: 








lim 3 = —o0 
i2- ХЗ —8 
lim : = +00 
12+ x? —8 


La función f(x) es continua en los números reales excepto cuando x — 2. 


La función racional está definida para x = + 2 y para todo valor de a = +2 el эн f (x) existe. 
Cuando x — 2 se tiene: 


E = (3+/7+5)=6 
= = Ша (34-/х7-5)-6 


к 3- 5 


m DE 


La función presenta discontinuidades en x — +2 , ambas del tipo evitable. 
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EJERCICIO 9 
(1). 1. El cociente de diferencias de y con respecto a x en un intervalo Ax mediante la siguiente regla: 
Cambioeny Ах 


- = —— = Cociente de diferencias 
Cambioenx Лу 


dy m. : (х + Ау)— f(x 
3. Uy auo АЎ gu; ШЕТ o 09 у) fe 
dx è Axo0 AX А-0 Ax 
5. Debido a que el cociente de diferencias de y con respecto a x no es el mismo en todos los puntos. 


Es la recta que corta a la curva en dos o más puntos. 


© м 


Es el límite del cociente de diferencias de la función al incremento de la variable independiente 
cuando éste tiende a cero. 


(П). 1. El cociente de diferencias de f(x) al pasar de x = 1 ax = 2 es: 


Af(x) 21-16 


=5 
Ax 2-1 
Af) Af(x) 
Р [Ll], ———-—5 -2,-------5. 
шин Ax y Ax 


3. El cociente de diferencias de f(x) al pasar de x — 0 a x — 3 es: 


3 
Ајо) 4 ^ 1 
Ax 3-0 4 





Parax=0, /'(х) = 1 у z=% J= а 





5. El cociente de diferencias de A(x) al pasar de x = — 1 ах = 1 es: 
Ah(x) 6-8 гэл 
Ax db 


Parax=— 1, AÀ(-1)—1 y <=1, НО)-1 
7. El cociente de diferencias de /((1) al pasar de t = 3 a t = 4 es: 


Afi 47—0 
= — 7 
At 4—3 y 








Parat=3, (3) =оо y 1-4, pa 


9. El cociente de diferencias de A(x) al pasar de x = 1 ax = 3 es: 


Ah(x) Р -10-6 L. 
Ax 3-1 


Рагах---1, À(-D--8 y r= 0)-0. 
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b) Cuando x — 0, x — 0 y para x — 15 y — 0; por lo tanto la distancia total recorrida es de 
15 unidades. 


c) х = 7.5 unidades. 
а) La razón de cambio instantáneo para cuando la pelota alcanza la altura máxima es en 


x = 7.5, por lo tanto: 


dy  ., 64 
— — f (15) =1-——(15) ——813x10-4 
dx pas (21.9? * 


. a) s(2) = 500 — 32(2) = 436. 


b) Los puntos de intersección son (0,0) y (31.25,0); t — 15.625. 


Ejercicio 10 


(1 


1. 


En 


© 


11, 


13. 


15. 


21. 











ka 
dy & 23. m 89 > £ 
dx dx x* 
dy ax y 7 
dx dx  24x—5 
YY ag m Sus 
dx dx 2 
x2 
" dy 1 
201-х)2 
de _ a, 23 
dy dx х! 
2 — 33. 2- A 
(x+a) 2(5х)2 
A. 35. а E 
Ы (3--х2)2 
$. 3 4; ©У— X 2a 
dx (+x? ` ах xNa? + x? 
у ШЕ _ 39 2-о 
dx (а+Ьх?)? dx 
dy 
2 —2n(m+ 
de (m 4- nx) 
Ex 411: х 
dx 
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Ejercicio 11 
(). 1. y=9?*+x-7 
1 5 | 3 
3. у'=—х3—6х 5—5x 8 


5. y'=10x(x? +а?)* 


H 45x? +23x 


43х2--2 


9. y'——ax^?-F2bx? 


2х+а? 
iL. y= - 


а(2х)? 





3 
13. у---х(4--х2) 2 


| 5bx?44ax 
ое. A 
2(bx +a)? 
17 "an 
tn deu 1 
x?(a? — x2)2 
a 


1 3 
(1— ax)? (1+ ax)? 


2. y- 2—5x 


ШИЛ. Л: 
3(145x)3(14 2х)2 


3. y= 40x — 20x? 


1 
(5— 2x? 
2a?x 
Am. Y T 3 
(a? — х?)? (а? + x?y 
1 
n — 
2h. 8 (х +1)? 


4va? 
29.. a ———— —— 
(у? =: а? y? 


31. у' = (3х 42121? +4х—6) 


y X(x +9х 2) 
С 02 +3)2 


33. 
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35. y'= PO 
(6x —5)2 (4 —3xy? 


37. y'2-x *—ax* 


39. y 1— 3х 





2 1 
1. y-id +(4) ? — 0.7645 


53) 15 
8 


= ———— AJ == 
y10— (3 (254 (—3)2)2 


з. у EMABCDAIS_8 
! (1-4) 9 


Ejercicio 12 


(1). 


332 


1: m-—2 
0 = 63° 26' 5.82" 

3. m — 19 
0 = 86” 597 13.96" 

5. ==” 

4 
0 = 51° 20' 24.69” 

7: ю?. 

49 


0 = 5° 49' 34.83" 


4/10 


14/2/2017 


9. m=-—6 


0 — 99? 27' 44.36" 


11; „0—2 


0 — 99° 27' 44.36" 


13. Р = 
3 


0 = 77° 0 38" 


«S Б! 


9/10 


t=T 51" 


(M). 1. 


Рага х = —1 
у-(17-1--2 


-4-у-2-0 


2 
Pp Es. 
3 ara x 3 


y-3-Qy —-1 
Ax+y-7=0 


. Recta tangente: 


-4х+у +3 = 0 


Recta normal: 


1 


—х+у——=0 


4 


3. Recta tangente: 
—12x + y + 16=0 


Recta normal: 


1 
12 
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(1). 1. 


13. 
15: 


333 


9дх--у-16-40 
-10x+y+35=0 
y-1=0 


| 3 
—— —=() 
b АР” 


x+y-1=0 


. -ух+у+2=0 


5 
4Х-у-8-0 


у-48-0 


Para x — 1 
y=(1"+1=2 
—4x+y+2=0 
Para x — —3 
у-(-3У-20-3)-3--0 
4x y+12=0 
Para x — 1 
у= (1)? 4022 
Рага x = — 1 
Ax+y+2=0 
y=E14+ED=-2 
—4x4* y-2—0 
Recta tangente: 


7 1 
——х+у+—=0 
4 7 4 


Recta normal: 


Recta tangente: 
y-4=0 
Recta normal: 


хээ2 
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(M). 1. 


(l). 1. 


Bibliotechnia - 
Recta tangente: Ejercicio 13 
8x+y+4=0 4 
| dy 8x(x? —D(1+12)3 
Recta normal: De. GE “= арн ER 
33 I(1+ x? P (3+ 2x? 4 3x*)5 
33 ийг чин з 0 1 
dx — 4x—lx-4- 1» 
Recta tangente: 
dy 1 
i еа 
—59+7+1—0 4.х41--4х 
Recta normal: E 2-2 =2Vx m = 
2х+у-9=@ 
Recta tangent 9 % 8х(х? —1)? 
ecta tangente: ME AE. 2. ӘН 
ж ах —32х2(1+ х4)? 
—12x+y+20=0 
dy 29(1+ x) 
Recta normal: EE A A A 
de 2/Х(-3-5/х-3х| 
1 25 
E d Ta pt ау Qb-x(-b4b-x +x) 
Recta tangente: dx JR amm 
ia is dy  18x( 16411) 
Recta normal: ` dx. (016424x? 4 x5 
3 
irry-0 gm S.L I AT. 
е de (2403 
19 dy 14ЛҮх-3/1-х 
"dx (@—х?/й+х) 


= у'.и! = 12(2x3 + 3x? — 4)!! (6x? +6x) 


.и! = 15(3х + 2)* 


! 
ч, 


/ C 1 


(3х + 1)5(2х +1) 





RS Юэ RIS [5 RIS 
l 
| 
| 


—y.u—4——— 
Vx 
1 П1++х? 
1 ! 
= y Ц =-—— 
2\23 
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СИС 08 1 


dy gna l o 
d?" /2(1—х?)Ў 


No se presenta la solución por tratarse de ejercicios de comprobación. 





x 
M 
a x>0 
А ls х«0 
O h parax>0 
Dt: parax<0 
d Vx d Мх 1 
араа эл 
Jx | Lsi Jx»0 
|М] -1,4 ух <0 
„жол pez 0 
dy 
ÓN 
-х d х2-х 
Le- ž= = x| dx — (x diced > ша. 


x?—x Ls Х1-х»0 


|2-x||-Ls x2—-x«0 


dy 

---(2х-1 2-х»0 

di (2x — 1); para x^ — x 
TAr) para x? — x <0 

d x—3 d x—3 
ЛА A ZE Dl эн жш 
ai^ | aja” í Ix —3| 


x—3[ 7184 x-3>0 
|х—3| {lsi ж—3<0 


5 


==]; parax—3>0 


— ——L parax —3«0 


&|& E 
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Bibliotechnia - 
9-2х 9-2х 
ZI 2x 3-х d(9—-2x) 3-х 3 
ах| 3 NS dxl 3-х E (3— xy 
3-х 3-х 
9-2х l, si q 0 
3-х 3-х 
9-2х Li 
| l, si 9? zx c0 
3-х -Х 
4у 3 9-- 
== ; >0 
dx (3-ху 3 
dy 3 9-2х 
— =; <0 
dé (х) 3-х 
х х 
ajx -24k =2 [>] 
dx|2| |х|ах\2) |х|\2 
2 2 
51 си S20 
2. 
211-4 0 
j| s 5< 
dy x 
KNEE -20 
de 2"? 
dy x Ж 
————; para—<0 
dx 2 2 
d d х 
--(3|-х)---1Х|-1-42--1 
Ls x>0 
à -1,4 x«0 
= 0; >0 
л рага х 
dy 
—=-—£ «0 
di 2; para x 
1-х2 1-х2 
4||-x5 Vix? 4|11-х Ni 
ах!їү1--х2 f- йх|ү1+- | | fg mm 
1+2? 4x2 
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ME 
ER үд 125 
ES 1+? 
1-8 -1,8 1-3 
14-32 " 1+? 
йу 2х 1—х? 
——— ————s para 5 >0 
dx (1—2)(1+?)` ds 
dy 2x Le 
J(I-22)(14 12) 








Esercicio 14 
ё: ч Ha 
dx 5у!-9у!-9 
q Sx 
ах 2р 
y 2. 
dx ву 
dy 4xy-3x?-3y 
T Ils Lt. 
dx  6xy—-2x? – Зу? 
9 dy _х%+3?у 
` ах юу 
” dy /ух- ху 
ax /уУх- y 
г __ 2 + у(2 + Зу) 
ах Зу + [2+ 3у(2+3у—2,1+у) 
dy _ у-у 
dx х-4у/у 
3... 
17. dy 3X 4у 
ах 4x-3y 
19 dy 2y-3x*-3y 
` dx  6xy+2y-2x 
21 dy у!-2ху-2х 
` dx x2-2xy+2y 
Ec 
a -— — 
dx 3y-x? 
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dy_x(a+ yy 
dx 2ay 


25. 


(i). — 1. 


En el punto dado se tiene: 


En el punto dado se tiene: 


En el punto dado se tiene: 


En el punto dado se tiene: 


En el punto dado se tiene: 
. Enel punto dado se tiene: 
y 
dx 


. En el punto dado se tiene: 


. En el punto dado se tiene: 
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dy 2 

dx 0 

1 
dy ^ Ya 1 
ATE 

1 

Mi 

dx 

dy  Werb — 7 
dx 3(34- 2) 18 
dy 142 1 
ах 243 2 


_ 2-3Qy6y 298 
2 202)25 6 305)2 155 


dy 2-643 


1 
dx 149-18 8 
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(1). 1. a) 


b) 


c) 


d) 


€) 


Recta tangente: 


Recta normal: 


Recta tangente: 


Recta normal: 


Recta tangente: 


Recta normal: 


Recta tangente: 


Recta normal: 


Recta tangente: 


Recta normal: 


Recta tangente: 


Recta normal: 
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х+ 10у – 32 = 0 
—-10x +у + 17 = 0 
1х+у=0 

Н 
—2x F)—5=0 
Ss. 5 


5 
——x4y-5—0 
„+ 


-5х+у+7=0 


2 25 
uu )----20 
то? > 


—6x+ y +11 =0 


Se. y- a 5-0 
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3. a) 0--6720/24” 
b) 0 102° 16' 9" 
ce) 8-123711 
d) 8—4^2J 55° 
e) 0 — 105° 47' 35" 
5. 1--4,5--256 m. 


Ejercicio 15 


(0). 


(II). 


1. El valor del número e está representado por el límite de su definición, es decir, 


e = lim(14-x)* = 2.71828182846 
x0 
3. Los logaritmos naturales y comunes se relacionan de la siguiente forma: 


El logaritmo natural de un nümero cualquiera se determina al dividir su logaritmo comün por 
el logaritmo e. es decir: 





BN log N 
log e 
Fórmula Sustitución 
a) _ юр № In 5 = 2.303 log 5 
N=5 n M ARE — 2.303 (0.6989) 
In 5 — 1.609 
c) 
ов № In 9 — 2.303 log 9 
N=9 anis 777 — 2.303 (0.9542) 
г. In9 = 2.1976 
e) 
. log М In 18 — 2.303 log 18 
N — 18 E — 2.303 (1.2552) 
2. In 18 = 2.8908 
8) 
_logN In 34 — 2.303 log 34 
N—34 in cr — 2.303 (1.5314) 
2, In 5 = 3.5269 
i) 
. logN In 123 — 2.303 log 123 
N — 123 o EE — 2.303 (2.0899) 
<. In 123 = 4.8130 
k) 
_logN In 694 — 2.303 log 694 
М = 694 mt — 2.303 (2.8413) 
2. In 694 = 6.5436 
340 
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3. 
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Datos Fórmula Sustitución 
b) Х--92 log N = In N log e In 92 — 0.4343 log 92 
— 0.4343 (4.5217) 
In 92 — 1.9638 
d) N — 469 log N — In N loge In 469 — 0.4343 log 469 
— 0.4343 (6.1506) 
In 469 — 2.6712 
p N — 1024 log N — In Nloge In 92 — 0.4343 log 92 
— 0.4343 (4.5217) 
In 92 — 1.9638 
h) N — 13975 log N — In N log e In 13975 — 0.4343 log 13975 
— 0.4343 (9.5450) 


In 13975 — 4.1454 





No se presenta la solución por tratarse de ejercicios de comprobación. 

dy d d х 

or ВЕ E == [= E. [—-2-—-— 1-5 2 

= qv x? =cosyl—x X: x Jem x 

ЖЩ ii стаи ШЕРА гт жи0. А г жие E sec? Ja? — x? 
dx ах dx la? —x? 

dy d х ES. 

— = d sec— = sec— tan— 

dx dx a a a 


(VII) y (VIII). No se presenta la solución por tratarse de ejercicios de comprobación. 


(IX). 


1. 


dy 2 1 

— — —е M i ЕЕРЕЕ 

dx 41-4х2 

D |e- ee d+) 
dx sen3x 

dy _ 2cosx—5 

dx 3+45спу 


dy (14 y?)xseny+1 
dx 1-х2 (1-4 y?)cos y 


_ Зу? + 2уѕеп2ху 
бху — 2хѕеп2ху 


dy 
dx 
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EJERCICIO 


(M. 1. 


LE 


19. 


Bibliotechnia - 


— Ух ty sena y) 2x 


dx 2y— үх? + у? ѕеп(х+ y) 


1 
y——-—erseny 
х 


E 








y” 
di ташу 3: 

y 
йу... Gyr -yP Cay ty) 
dx y x* —9y? (—xsen y +e) - x? 
dy — 3sec3x 
dx  2cos2y 
dy Gt y) 
— -seü——— ——————— 
dx —2sen2y — sen(x + y) 
16 

d 

a a? | 80-14 D_ 8 
Qu . QA  (02—хў 


„n d  40(24x) 40 


dx (Q+) (+x 





К ЛЕ шан 3 == 3 
2 = dx = 2 


уи EBH + О? + y»y yo? + y] 





4y (i? + y?» 
өр rta) доу 
A _ AN 2/ 1, 
: 4х 
2 2 
y'-- 24 xa- 2у 3 FEL 
1 9(4 — х2)3 





yt nr. = —COS—X 
y”= Pl 2008 
х X 


y - 6 ye = 6e (1--6x2) 
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(IV. 1. 


Bibliotechnia - 


Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 


: 2 3 3 - 
ут. И 277 ИГ 2 |-- o р 2 
а 4 8 




















dx 
d 6 18 
y" = [es | EEE 
| dx x а" 
у” (2x — y? G2xy — 8y?) —24ху(4х—4у) 8у(2х — у)2(4х — у) — 24ху(4х — 4y) 
Ji (2x — y)* Е (2х — у)* 
» 4| 2b? = 1053 : 
y ——|——-—(a—bx) 3 |=- 1 — bx) 3 
dx | gem 
т == d 2 == 0 
x 
3 х 3 x 2 х 
у"---е "dax pom ye A 
х e xi 
p 4х(3--х2) 
CHA 
x n e &'(1—6?*)--3e* ех —2e* 
БИГЫ 24 3. 
“10-е2) 4-5) (1—е?*)? 


m d loge 21оре 
yum = 


dx x? х? 


y” = A бул -0 
` ах 


у = 4 (1295) — 120 
: ах 





4, 494-215 E3306 4-:3322) 
pr 7 
16x2 (12- х)* 


уд! = e?* (120sen3x —119cos3x) 


UNIDAD 4 


Ejercicio 17 


(1). 1. 


3 


5. 


0 = 146° 27' 35" 
=з? ҮЗ 37" 
0 = 57° 26/ 39" 
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Bibliotechnia - 


Esercicio 18. No se presenta la solución por tratarse de ejercicios gráficos. 


Ejercicio 19 


0.1 


ХЭ: гч. 08 


11. 


13. 


15, 


17. 


19. 
21. 


Cuando x — — 1, existe un máximo en 5. 
Cuando x — 4, existe un mínimo en —16. 


La función no tiene máximos ni mínimos relativos. 


4A 


256 


Cuando х = 0, existe un máximo en 0 y cuando х = —, existe un mínimo en ———. 


„ә 


81 
Cuando x = 0, existe un máximo en 15. 


En x = 4, existe un mínimo en — 17. 


Cuando x — 0, existe un máximo en 1. 


3 
Cuando x — E existe un mínimo en P 


П : юэ 
Cuando x = — 2 existe un mínimo en 


Alu 


Cuando х = a, existe un mínimo en 207. 
Cuando х = a, un mínimo en 242. 

Cuando x — 1, la función toma el valor de 0. 
Cuando x = —2, existe un máximo en 0). 
Cuando x — - existe un máximo en 8.398. 
No existen máximos ni mínimos. 

En x — 0 existe un máximo cuyo valor es 2. 
En x = 1 existe un mínimo cuyo valor es 2. 


En x — —1 existe un máximo cuyo valor es —2. 


Ejercicio 20 


Q. g 


El punto de inflexión es (3,19). 


La curva es cóncava hacia abajo a la izquierda del punto de inflexión y es cóncava hacia arriba 


a la derecha de dicho punto. 


El punto de inflexión es, (2,0). 


La curva es cóncava hacia abajo a la izquierda del punto de inflexión y es cóncava hacia arriba 


a la derecha de dicho punto. 

La curva no tiene puntos de inflexión. 
La curva es cóncava hacia arriba. 

La curva no tiene puntos de inflexión. 


La curva es cóncava hacia arriba. 
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11. 


15. 


17. 


19. 


21. 
23. 
25. 


Bibliotechnia - 


Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 


La curva no tiene puntos de inflexión. 
La curva es cóncava hacia abajo. 
El punto de inflexión es (— 1.0). 


La curva es cóncava hacia arriba a la izquierda del punto y cóncava hacia abajo a la derecha 
de dicho punto. 


. La función no tiene puntos de inflexión. 


La curva es cóncava hacia arriba para х < 0, la curva es cóncava hacia arriba para х > 0. 
El punto de inflexión es (2, — 14). 


La curva es cóncava hacia arriba a la izquierda del punto P, y cóncava hacia debajo de dicho 
punto. 


La curva es cóncava hacia abajo a la izquierda del punto О y cóncava hacia arriba a la derecha 
de dicho punto. 


Su punto de inflexión no existe. 
La curva es cóncava hacia arriba en todos sus puntos ya que no tiene punto de inflexión. 


En la gráfica se observa que existe un punto de inflexión, sin embargo, en ese punto la función 
es discontinua. 


El punto de inflexión es (0,0). 


La función es cóncava hacia abajo a la izquierda del punto P y cóncava a la derecha de dicho 
punto. 


El punto de inflexión es (2.0). 
Su punto de inflexión no existe. 


El punto de inflexión es (0,0). 


EJERCICIO 21. No se presenta la solución por tratarse de ejercicios de comprobación. 


EJERCICIO 22 


(0. — 1. 
3. 


11. 
13. 


La sombra se alarga a una razón de 78.46 m/s. 

a) El extremo superior se mueve a una velocidad de 0.8 m/s. 

b) La pendiente disminuye a una velocidad de 0.13 m/s. 

La velocidad del extremo del cable es: v, — 1.18 m/s. 

El área de la superficie disminuye con una rapidez de 7.85 cm"/min. 
El área aumenta con una rapidez de 7.85 cm"/min. 

La velocidad es de 31.225 m/s. 

La velocidad es positiva en los intervalos (0,3) y (8,400). 


La velocidad es negativa en el intervalo (3,8). 
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Siendo este último el intervalo en el que el automóvil se mueve en sentido contrario. 
15. a) Ent = 25 la partícula tiene una velocidad de —4 m/s. 

b) Ent = 2s la partícula tiene una velocidad de 4 m/s. 

c) Ent = 35 la partícula tiene una velocidad de 0 m/s. 
19. Como la moneda va hacia abajo, la velocidad es negativa v — —65.69 m/s. 
21. a) La velocidad después de 3 s es 74 m/s. 

b) La velocidad final es de 88.17 m/s. 
23. La torre tiene una altura de 226.80 m. 
25. a) Los móviles tendrán la misma posición a los 5 s. 

b) Los móviles tendrán la misma velocidad a los 2.5 s. 

c) La velocidad de cada móvil será О. 


d) Los móviles se moverán еп la misma dirección cuando /, = 3 y t, = 2. 
EJERCICIO 23. No se presenta la solución por tratarse de problemas de aplicación. 
EJERCICIO 24. No se presenta la solución por tratarse de ejercicios de comprobación. 


Ejercicio 25 
(D. 1. dy—(6x—8)dx —(6—8X0,4) = -f 


3. dy—2xdx —2(—-1Y025) = -05 


y edi —— r1) 6015 


3x3 3(2)3 





7. dy = sec? x dx = sec? 45(0.03528) = 0.127 
9. == ——3 (0.045) 
7241-4532 41-36 
(1). 1. А-л 
p=12 
АА = 2nrdr 
dA = 21(12)(0.03) = 2.2619 
А = пг? = т(12)? + 4А = 452.3893 + 2.2619 = 454.6512 
A, = тг? = п(12.03)2 = 454.6541 
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(11). 


(IV). 


„ә 


fi: 


13. 


15. 


1. 


H. 


13. 


15. 


17. 


Bibliotechnia - 


Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 


V —2nrh 
dV = 2zxhdr = 21(35)(0.3) = 65.97 
V = 2nrh + dV = 109.955 + 65.073 = 175.927 
= 21(1.3)(35) = 185.825 


465 =y +dy=4+- 24.02 


riete 


M8. e 
81^ 3 


cos 44 = 0.7194 rad 


cot 29 = -> + 0.0698 ~= 1.8018 rad 
43 


1п5.83 = у + dy = 1.75785 + 0.0051 «1.7629 
e22 — y + dy = 7.389 + 1.4778 8.8669 
dy = (4x? — 6x? + 5x — 2)dx 


3xdx 
41-3х2 


dy=- 





"EM — n 
BRU- 222) 


(+x?) x—3x 
2х41-12-2 D)e- dx 
a-f 1—2 М1—х? 





dy = m5™ In 54х 


m 
———ef dx 
Aum 
1 х xX 
mll 1--х2 


aloge 
ax +b 


dy — dx 


dy — —Asen2xdx 
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19. ду = (сѕсх — xcscxcot x)dx 








2xdx 
21. бс A 
Ф 14+ (0 х2)2 
23. ‚_ ÍsenSx 
24 cos5x 
_2x(a*—a?) — 2x — 
25. dye (GE xy PAR dr 
ii 2 a?— х? (a? — х?)(а? + x? y 
JE TW 
7. di. MUR. 
L+3y 
«+? 
29. dy-——— 3 dx 
x 
ан 
y 
1 
3 
31. dy Árdx— 4а 
y3 
2 _ 
d de EE 
" 6—2xy 
3 2 
зз. dj HA 


——— dx 
J1— Gx + Ac y 
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